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VOORWOORD 

„Wie fruchtb ar ist der kleinste Kr eis ^ 
Wenn man ihn wohl zu pfiegen weiss’\ 
GOETHE (Zahme Xenien VII) 

Het is ruim anderhalve eeuw geleden, dat Lorenzo Masche- 
roni zijn ,,Geometria del compasso'' publiceerde. Dit werk 
verwekte groot opzien, zowel in wetenschappelijke kringen 
als daarbuiten, omdat de schrijver daarin aantoonde, dat 
alle constructies uit de vlakke meetkunde, waarvoor de passer 
en lineaal vereist waren, (of eventueel slechts één van deze 
instrumenten), ook uitgevoerd konden worden met de passer 
alleen. Na de geweldige opgang, welke dit werk in de eerste 
jaren na zijn verschijning heeft gemaakt, is het echter zeer 
spoedig vrijwel geheel in het vergeetboek geraakt, zodat het 
tegenwoordig voor hen, die belangstelling tonen in deze pro¬ 
blemen, zeer moeilijk is, hierover iets te weten te komen. 

De vernuftige wijze, waarop Mascheroni alle moeilijkheden 
heeft overwonnen zal ieder reeds bij eerste kennismaking 
treffen. 

Om te voldoen aan de bij herhaling door velen geuite 
wens om iets nader met de passerconstructies op de hoogte 
te worden gebracht, heb ik het gewaagd, deze constructies 
weer eens in behandeling te nemen. Ik doe dit uit de aard 
der zaak allerminst om propaganda te maken voor de passer¬ 
constructies tegenover de gebruikelijke constructies, hoewel 
de belangstellende lezer bij nadere kennismaking zal zien, 
dat er wel enige constructies onder schuilen, die zeker een 
plaats verdienen naast de gebruikelijke. 

Bij deze bewerking heb ik mij beperkt tot de voornaamste 
constructies van Mascheroni. De behandeling is natuurlijk 
gemoderniseerd, en verschillende andere constructies zijn er 
aan toegevoegd. In het bijzonder mag ik wijzen op de behande¬ 
ling van de passerconstructies op het oppervlak van een 
massieve bol in hoofdstuk VIL 

Daar mij bij ervaring bekend is, dat deze onderwerpen 
zeer geschikt zijn om de belangstelling van de leerlingen van 
de H.B.S. te wekken en aan te wakkeren, heb ik de behande¬ 
ling van de stof zo gekozen, dat voor het bestuderen volstaan 
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kan worden met de kennis der elementaire wiskunde.Wel 
heb ik deze gelegenheid aangegrepen om in verband met 
dit onderzoek in het aanhangsel op elementaire wijze de 
onmogelijkheid van de trisectie van een hoek in het algemeen, 
en enige aanverwante onmogelijkheidsbewijzen te behandelen. 
In aansluiting met deze behandeling wordt dan ook de theorie 
en de constructie van de regelmatige zeventienhoek besproken. 

Door tal van omstandigheden werd de publicatie van dit 
boek, waarvan het manuscript reeds in 1945 gereed was, tot 
heden vertraagd. Ambtelijke en wetenschappelijke werk¬ 
zaamheden verhinderden mij, om in de laatste jaren de nodige 
tijd aan de verdere afwerking te besteden. Nu het werk dan 
eindelijk gereedgekomen is, resten mij nog woorden van op¬ 
rechte dank, in de eerste plaats aan mijn waarde vriend prof. 
dr J. G. van der Corput, die mij heeft opgewekt tot het 
schrijven van dit werk, en wiens voortdurende belangstelling 
getoond bij de verdere samenstelling voor mij een onmisbare 
steun heeft gevormd. Verder dank ik mijn vriend en naaste 
collega prof. dr O. Bottema voor de moeite, die hij zich heeft 
getrootst, om het gehele manuscript te lezen. Aan zijn be¬ 
langrijke opmerkingen is het te danken, dat de tekst in meer¬ 
dere punten verduidelijkt en verbeterd kon worden. In het 
bijzonder dank ik dr E. J. Dijksterhuis te Oisterwijk, die mij 
met zijn grote historische en linguistische kennis steeds 
bereidwillig ter zijde heeft gestaan, bij het onderzoek naar 
historische gegevens en litteratuur, en verder bij vertalingen 
uit het Italiaans. En ten slotte dank ik mijn assistent, de heer 
J. A. Geurst die mij geholpen heeft bij de niet gemakkelijke 
correctie van een belangrijk gedeelte der drukproeven, en 
de uitgeversmaatschappij J. Noorduyn en Zoon voor het 
grote geduld, getoond bij de uitgave, de welwillendheid, 
waarmede zij aan mijn wensen is tegemoet gekomen, en 
de buitengewone zorg aan deze uitgave besteed. 

Wanneer dit werkje er enigzins toe zou mogen bijdragen 
om de belangstelling voor de constructies van Mascheroni 
weer wakker te roepen, een belangstelling, die deze ingenieuze 
constructies in hoge mate verdienen, dan zou ik dat als de 
beste beloning voor mijn poging beschouwen. 

Delft, 22 December 1950 S. C. VAN VEEN 
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Volgens de overlevering is het reeds P 1 a t o (429—348 
V. Chr.) geweest, die de uitdrukkelijke eis heeft gesteld, dat 
bij de uitvoering van een meetkundige constructie alleen 
gebruik gemaakt mag worden van de passer èn van de lineaal 
De beperking tot passer en lineaal komt dan hierop neer, 
dat alle constructies worden teruggebracht tot twee grond- 
constructies: . 

I® Het beschrijven van een cirkel met een willekeurig 

gegeven middelpunt en met een willekeurig gegeven lijn¬ 
stuk als straal. 

2^ Het tekenen van een rechte lijn door 2 gegeven punten. 
Een vaststaand feit is, dat Euklides (± 300 v. C) in zijn 

yyElementen^ zich streng aan deze eisen gehouden heeft. 

Deze beperking vindt ongetwijfeld zijn oorzaak in de behoefte, 
welke Euklides en diens navolgers hebben gevoeld, om uit 
het reeds toenmaals uitgebreide gebied der meetkundige 
wetenschappen een gedeelte af te zonderen, dat beschouwd 
kan worden als het eenvoudigste gedeelte der meetkunde, 
als dat gedeelte, wat zich het beste leent als inleiding tot 

* Deze bewering is in het bijzonder met nadruk uitgesproken door H a n k e 1 (Zur Geschichte 
der Mathematik im Altertum und im Mittelalter, Leipzig 1874), waar hij op pag. 156 schrijft: 
„Wir verdanken daher Plato die für die Geometrie so wichtige Beschrankung der geometrischen 
Instrumente auf jene zwei elementaren. Die anderen, von ihren Erfindern oft mit Pomp ange- 
kündigten Instrumente sind heute vergessen, da ihnen jede höhere wissenschaftliche Bedeutung 
abging”. Deze bewering vindt haar steun in hoofdzaak in twee aanhalingen uit Plutarchus en 
een uitspraak uit Plato’s Staat, 

Na een uitvoerig critisch onderzoek is S t e e 1 e tot de conclusie gekomen, dat deze uitspraken 
van Plutarchus en Plato anders moeten worden geïnterpreteerd dan door Hankel is gedaan. 
Zij leveren dan geen steun aan de bovenvermelde bewering. Evenmin kan in de geschriften van 
Plato of diens commentatoren een pertinente uitspraak in bovengenoemde zin worden aangetoond, 
hoewel niet kan worden ontkend, dat deze bewering in volledige overeenstemming is met de ideële 
opvattingen van Plato ten opzichte van de meetkunde (vgl. A. D. S t e el e: Ueber die Rolle 
von Zirkel und Lineal in der griechischen Mathematik, (Quellen und Studiën der Geschichte 
der Mathematik, Astronomie und Physik, III, 3, 1936, 287-369).). 
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de verdere gebieden. Wij behoeven hier niet in finesses 
te treden over het grote succes, dat deze pionier met die 
twee elementaire instrumenten hieeft weten te bereiken. Het 
feit, dat het werk van Euklides zich heeft kunnen handhaven, 
trots alle vooruitgang der wiskundige wetenschappen, en dat het 
nog steeds de hoofdinhoud van onze hedendaagse leerboeken 
der meetkunde vormt, is daarvoor wel het treffende bewijs. 

Maar al waren de resultaten met passer en lineaal bereikt, 
als zeer belangrijk aan te merken, het was reeds ten tijde van 
Plato gebleken, dat de bovengenoemde beperking een essen¬ 
tiële betekenis bezat. Men was reeds bij herhaling gestuit 
op constructie-problemen, welke weerstand boden aan de 
meest hardnekkige pogingen, om deze met passer en lineaal 
alleen ten uitvoer te brengen. Wij willen hier slechts her¬ 
inneren aan de volgende 3 beroemde problemen der Oudheid: 
1° de verdubbeling van een kubus, d.w.z. de ribbe van een 
kubus te construeren die tweemaal zo grote inhoud heeft 
als een gegeven kubus. 

2® het verdelen van een hoek in drie gelijke delen. 

3® de kwadratuur van de cirkel, d.w.z. de constructie van 
de zijde van een vierkant met dezelfde oppervlakte als 
die van een gegeven cirkel. 

Wel slaagden de Griekse meetkundigen reeds spoedig erin, 
om de beide eerstgenoemde constructies uit te voeren, door 
gebruik te maken van meer ingewikkelde instrumenten dan 
alleen de passer en lineaal *), maar geen enkel instrument, 
hoe ingewikkeld ook, werd geschikt bevonden, orn het 
laatstgenoemde probleem op bevredigende wijze te behan¬ 
delen. De diepere reden van het mislukken van deze pogingen 
bij de kubus-verdubbeling en de driedeling van een hoek 
zullen wij in het Aanhangsel nagaan. Het zal daar blijken, 
dat slechts die constructies met passer en lineaal zijn uit te 
voeren, welke zijn terug te brengen tot de constructie van 
de wortels van vergelijkingen van de tweede graad. De beide 
eerstgenoemde vragen kunnen zeer eenvoudig worden terug 

♦ Voor nadere bijzonderheden verwijzen wij naar: F. Enriques. Fragen der Elementargeometrie 
II. p. 189. Siebenter Artikel. Aufgaben dritten Grades; Verdopplung des Würfels, Dreiteilung des 
Winkels, von A. Conti, Bologna. 
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gebracht tot de oplossing van een algebraïsche vergelijking 
van de derde graad, die echter in het eerste geval nimmer, 
in het tweede geval bij uitzondering (b.v. bij hoeken van 90°, 
45° enz) tot een vergelijking van de tweede graad met con¬ 
strueerbare coëfficiënten kan worden herleid. 

De verdubbeling van een kubus en de driedeling van een 
hoek behoren dus (met uitzondering van enkele speciale 
gevallen van het laatste probleem) tot de met passer en lineaal 
onmogelijk uit te voeren constructies. 

Wat het probleem van de kwadratuur van de cirkel betreft, 
moeten wij volstaan met de mededeling, dat het eerst in de 
moderne tijd aan Lindemann (1883) is gelukt, aan te 
tonen, dat het zelfs niet mogelijk is, dit probleem te herleiden 
tot de oplossing van een algebraïsche vergelijking van wille¬ 
keurig hoge graad (met construeerbare coëfficiënten). Ondanks 
ontelbare pogingen, welke sedert de grijze oudheid zijn 
gedaan, om dit probleem op te lossen, en welke pogingen, 
ondanks de voornoemde resultaten der wetenschap, in 
minder bevoegde kringen nog steeds hardnekkig worden 
herhaald, is een constructie, zelfs met meer ingewikkelde 
instrumenten dan passer en lineaal, dus met instrumenten, 
waarmede de wortels van vergelijkingen van hogere graad 
(met construeerbare coëfficiënten) zijn uit te voeren, ten 
enenmale uitgesloten ^). 

Wij zien hieruit, dat het uitsluitend gebruik van passer 
en lineaal een essentiële beperking van de constructie- 
mogelijkheden betekent. Omgekeerd hebben de meetkundigen 
zich reeds voor geruime tijd de vraag gesteld, of dezelfde 
constructies, welke met onbeperkt gebruik van passer en 
lineaal konden worden uitgevoerd, ook niet reeds mogelijk 
waren onder bepaalde beperkingen in dit gebruik. Deze 
vraag kan inderdaad bevestigend worden beantwoord. In 
het kort zij vermeld, dat in de zestiende eeuw de Italiaanse 
meetkundigen Ferrari, Tartaglia en Bene- 
d e 11 i er volledig in zijn geslaagd, om alle constructies, 

* Deze kwestie leent zich niet voor elementaire behandeling en zal daarom niet worden aan¬ 
getoond. Wij verwijzen o.m. naar Enriques, II. Artikel 8. Ueber die transzendenten Aufgaben, 
insbesondere über die Quadratur des Kreises, von B. Caló, Neapel. p. 267. 
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in de boeken van Euklides vermeld, met een lineaal en een 
passer met constante opening uit te voeren. Ook in 't Neder¬ 
lands is hiervan in 1673 te Amsterdam een werk verschenen 
n.L: ,,Compendium Euclidis Guriosi, dat is Meetkonstigh 
Passer-werck. Hoe men met een gegeven opening van een 
Passer en een Lineaal de Werckstucken van Euclides ont¬ 
binden kan. Te samen gestelt door een Lief-hebber der selver 
Konst. h. Amsterdam, J. J. van Waesberge 1673.'' 

In het begin der negentiende eeuw was het B r i a n c h o n, 
wien het gelukte meerdere constructies met uitsluitend gebruik 
van de lineaal uit te voeren (1818) terwijl tenslotte Pon¬ 
cel e t (1822) en S t e i n e r (1833) erin slaagden, om aan 
te tonen, dat alle constructies van Euklides'-konden worden 
uitgevoerd door gebruik te maken van een lineaal en een 
enkele vaste cirkel met gegeven middelpunt in het vlak van 
tekening ^), 

Hoe verleidelijk het ook is, nader op deze interessante 
onderzoekingen in te gaan, willen wij toch aan deze verleiding 
weerstand bieden, en ons verder uitsluitend beperken tot 
de bespreking van de resultaten bereikt in andere richting, 
door Lorenzo Mascheroni. (1750—1800).'^*) 

In 1797 verscheen in Pavia van de hand van dezen auteur 
het werk: ,,Geometria del compasso'' (Meetkunde van de 
passer), waarin werd aangetoond, dat iedere constructie, welke 
met passer en lineaal kon worden uitgevoerd, ook zonder lineaal, 
met de passer alleen, uit te voeren was, Mascheroni stelde zich 
daarbij niet tevreden met het bewijs van de mogelijkheid der 
Euklidische constructies niet behulp van de passer alleen, 
maar hij gaf daarnaast een groot aantal interessante toe¬ 
passingen op allerlei meetkundige problemen, benevens 
talrijke benaderde oplossingen van constructies, welke met 
passer en lineaal niet exact uit te voeren waren. 

Hoewel ongetwijfeld de vernuftige passerconstructies door 

* Zie F. Enriques. Fragen der Elementargeometrie II. Dritter Artikel. Ueber die Lösung der 
geometrischen Aufgaben mit dem Lineal und den linealen Instrumenten, von A. Giacomini, 
Cunea. p. 54. 

H. De Vries. Historische studiën, deel I, artikel II, p. 84. 

* * Nadere bijzonderheden over het leven en het werk van Mascheroni vindt men aan het eind 
van dit boek. 
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Mascheroni geheel zelfstandig zijn gevonden, is in 1928 
ontdekt, dat Mascheroni toch reeds meer dan een eeuw 
vroeger, n. 1 . in 1672 een voorganger had gehad in den Deensen 
mathematicus Georg Mohr. Deze had in dat jaar in 
Amsterdam een boek in het licht gegeven, getiteld ,,Euclides 
Danicus”, dat ook geheel aan de passer-meetkunde is gewijd, 
en waarin hij, weliswaar op meer theoretische wijze en minder 
eenvoudig dan Mascheroni aantoont, dat alle (passer-f lineaal)- 
constructies met de passer alleen kunnen geschieden. Dit inte¬ 
ressante werk was echter geheel in het vergeetboek geraakt. 
In 1928 heeft het Koninklijk Deense Wetenschappelijke 
Genootschap te Kopenhagen een facsimilé-uitgave van het 
werk van Mohr gepubliceerd. 

Het werk van Mascheroni maakte in de eerste j aren na 
zijn verschijnen een geweldige opgang, vooral in Frankrijk, 
waartoe in het bijzonder Napoleon heeft bijgedragen. Deze 
laatste had tijdens zijn Italiaanse veldtocht met het werk van 
Mascheroni kennis gemaakt, en had zich daarvoor zeer 
geïnteresseerd. Na zijn terugkomst in Frankrijk bracht hij 
de Franse mathematici met de resultaten van Mascheroni 
in kennis. Zeer spoedig (1798) verscheen er een Franse 
vertaling, door A. M. Carette, onder de titel ,,Géometrie du 
compas”. (2e druk in 1828). In 1825 is een Duitse vertaling 
verschenen van de hand van J. P. Grüson. Spoedig daarna 
is echter het interessante werk van Mascheroni vrijwel 
geheel in het vergeetboek geraakt, en afgezien van enkele 
speciale publicaties op dit gebied, waarvari een zo volledig 
mogelijke lijst aan het eind van dit werk is opgenomen, is 
er zeer weinig aandacht aan de passer-constructies besteed. 
Zo kon het ook gebeuren, dat in 1897 door F. Dubouis en 
in 1899 door G. Césaro de passer-meetkunde opnieuw werd 
ontdekt (blijkbaar zonder bekend te zijn met het werk van 
hun voorganger). 

Wat is de reden, dat de aandacht, geschonken aan de 
passermeetkunde, zo weinig bestendig is gebleken? Het 
heeft toch werkelijk niet geheel aan loffelijke pogingen, ook 
hier te lande, ontbroken, om van tijd tot tijd de aandacht 
voor deze interessante materie opnieuw aan te wakkeren. 
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Wij denken hierbij in de eerste plaats aan het prachtige 
artikel van Daniele in het meer aangehaalde verzamelwerk 
van den landgenoot van Mascheroni, Federigo Enriques, 
Questioni riguardanti la geometria elementare, Bologna 
1900 (Duitse vertaling van Dr. Hermann Fleischer: Fragen 
der Elementargeometrie. IE Leipzig, Teubner 1907). In 
25 pags. wordt hierin een zeer duidelijk en volledig overzicht 
gegeven van de voornaamste passer-constructies. Naast het 
oorspronkelijke werk van Mascheroni is dit artikel voor ons 
een grote steun geweest bij de samenstelling van dit boek. 
Verder noemen wij het zeer lezenswaardige, in enthousiaste 
toon geschreven overzicht van prof. Dr. H. de Vries in zijn 
Historische studiën, Deel I, artikel IV. (p. 120—135), terwijl 
tenslotte prof Dr. O. Bottema in zijn: Elementaire meetkunde 
van het platte vlak (Noordhoff 1938) (p. 253—260) aan de 
constructies van Mascheroni de aandacht schenkt, welke 
deze verdienen. 

Toch hebben deze pogingen niet het gewenste resultaat 
gehad, en voor zover wij hebben kunnen nagaan, is tot op 
heden niets van deze constructies doorgedrongen tot onze 
leerboeken. En dat is zeer te betreuren, want juist de didac¬ 
tische betekenis van de passerconstructies kan m.i. niet hoog 
genoeg worden aangeslagen. Wij mogen in dit verband nog 
even de woorden van prof. de Vries citeren (l.c. p. 121) 
,,het staat n.L bij mij vast dat weinig dingen den met aanleg 
en belangstelling voor de Meetkunde begaafden leerling — 
en dat dezen er zijn, en zelfs in toenemenden getale zijn, 
bewijst het voor mij onbegrijpelijke feit dat in dezen toch 
immers zo wanhopig yermaterialiseerden tijd, waar geld 
verdienen met een minimum aan inspanning het parool is, 
de toeloop tot de studie der Wiskunde, waar géén geld 
verdienen met een maximum aan inspanning het effect is, 
groter is dan ooit te voren — ik zeg dat weinig vraagstukken 
zózeer tot zelfwerkzaamheid prikk^elen als diegene waarin 
gevraagd wordt naar van ouds bekende dood-eenvoudige 
dingen, als het vermenigvuldigen of verdelen van lijnen en 
hoeken, het oprichten of neerlaten van loodlijnen en dgl. 
maar met de toevoeging dat uitsluitend de lineaal, of uit- 
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sluitend de passer gebruikt mag worden, en van bijzondere 
paedagogische waarde acht ik het naast elkaar stellen van de 
constructies van één en hetzelfde vraagstuk met passer én 
lineaal, met de lineaal alleen (als een vaste cirkel gegeven is), 
en met den passer alleen/' 

Het is niet moeilijk, tal van redenen aan te voeren, welke 
een verklaring geven van het feit, dat het werk van Mascheroni 
zich zo weinig bekendheid heeft weten te verwerven, en, wat 
daarmede nauw samenhangt, dat de oorspronkelijk zo grote 
belangstelling daarin zo spoedig is verflauwd. 

In de eerste plaats is het oorspronkelijke werk van Masche¬ 
roni zeer moeilijk te lezen. Hoewel de uitvoering der bewijzen 
uiterst elementair is, worden deze vaak nodeloos zwaar¬ 
wichtig, doordat de schrijver zich als taak heeft gesteld, alle 
bewijzen (behalve in de laatste hoofdstukken) uitsluitend 
uit te voeren met behulp van de eenvoudigste theorema's 
uit het eerste boek van de ,,Elementen" van Euklides, met 
evenredigheden. In de opeenvolging der stof is weinig systeem 
te ontdekken. Tussen veel hoogst belangrijke constructies 
treft men een aantal aan, waarvan de waarde als problema¬ 
tisch kan worden aangeduid, terwijl ook de uitvoering der 
constructies meermalen • onnodig omslachtig is. Vooral voor 
een beginnend lezer zal het moeilijk vallen om het kaf van 
het koren te scheiden, en het zal een hoge mate van door¬ 
zettingsvermogen vereisen, om zich door dat werk heen te 
worstelen. Dit bezwaar wordt nog aanmerkelijk verhoogd 
door het feit, dat de meest verbreide eerste Franse uitgave 
ontsierd is door een menigte zinstorende drukfouten, ten 
gevolge van de overhaasting waarmede de vertaling was tot 
stand gebracht. 

In de tweede plaats is natuurlijk het oorspronkelijke werk, 
benevens de verschillende vertalingen nergens te verkrijgen, 
behalve in enkele universiteitsbibliotheken; ook het meer 
moderne werk van Enriques is reeds lang uitverkocht. 

In de derde plaats zijn de meeste constructies van Masche¬ 
roni uit de aard der zaak ingewikkelder dan die welke met 
passer en lineaal kunnen worden verricht, hoewel hierop 
meerdere uitzonderingen zijn, waarop wij bij gelegenheid zul- 
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len wijzen. Overigens speelt hierbij een gebrek aan routine 
ten opzichte van deze constructies een grote rol. Men heeft 
daarom vaak de constructies van Mascheroni tot een soort 
,,Spielerei''op mathematisch gebied trachten te degraderen. 

De passerconstructies hebben een hogere betekenis, dan 
alleen te dienen voor tijdverdrijf, voor ,,recréation mathé- 
matique'k Ze zijn ook niet slechts van theoretisch belang. 
Mascheroni is tot het opstellen van zijn constructies gekomen 
uit louter practische overwegingen, op grond van het feit, 
dat de passerconstructies een karakteristieke eigenschap 
vertonen, welke haar een groot voordeel verschaft boven die 
met passer énlineaal, n.1. de aanmerkelijk grotere nauwkeurigheid. 

Wij willen deze eigenschap even nader beschouwen. Men 
was van oudsher gewoon, de constructies met passer en 
lineaal uit te voeren, zonder zich in de regel voldoende 
rekenschap te geven omtrent de al-dan niet-gelijkwaardigheid 
dezer beide instrumenten met betrekking tot de nauwkeurig¬ 
heid der uitkomsten. 

Nu is er inderdaad een groot verschil daarin, ten gunste 
van de passer. Alle constructies, waarbij een lineaal wordt 
gebruikt, komen ten slotte neer op het trekken van een lijn 
door 2 gegeven punten. Men heeft dus een lineaal langs 2 
verschillende punten te leggen. Het is daarbij onmogelijk, 
het oog tegelijkertijd te concentreren op deze beide punten. 
Aangenomen, dat het gelukt is, de lineaal zo nauwkeurig 
mogelijk langs één dezer punten te leggen, dan moet men 
daarna zijn aandacht op het tweede punt concentreren, en 
het andere einde der lineaal zolang verplaatsen, tot deze 
langs het tweede punt loopt. Maar bij deze verplaatsing is 
het schier onvermijdelijk, dat het eerste punt weer verlaten 
wordt, zodat men weer opnieuw moet beginnen om de lineaal 
langs het eerste punt te leggen. Wenst men bij de constructies 
de grootst mogelijke nauwkeurigheid te bereiken, dan vereist 
reeds het brengen van een lineaal door 2 gegeven punten 
grote moeite. 

Maar als dit ten slotte is gelukt, dan is men er nog lang niet. 
Want zelfs de scherpste potloodpunt zal niet nauwkeurig 
de kant van de lineaal kunnen volgen, maar steeds op enige 
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tiende m.m. daarvan verwijderd blijven. De geroutineerde 
tekenaar zal natuurlijk niet zoveel moeite hebben, om aan al 
deze bezwaren te gemoet te komen, maar het zal nu wel 
duidelijk zijn, dat een behoorlijk uitgevoerde passer voor 
dit doel veel nauwkeuriger is. Immers komen alle constructies 
met cirkels ten slotte neer op het tekenen van een cirkel met 
een gegeven middelpunt A, gaande door een gegeven punt B. 

Daarbij kan men eerst zijn aandacht ten volle concentreren 
op het punt A, waarin de punt van de passer vastgestoken 
wordt, en verder vastgestoken blijft. 

Bij de.verdere verandering van de passeropening blijft de ’ 
aandacht geconcentreerd op het punt B, en de bezwaren van 
de lineaal, en het verschil tussen potloodpunt en lineaalkant 
vallen hier volkomen weg. Daarbij komt nog, dat zelfs de 
meest nauwkeurig afgewerkte lineaal vaak aanmerkelijke 
afwijkingen zal vertonen van een mathematische rechte lijn, 
althans in meerdere mate dan de afwijkingen zijn, welke de 
kromme lijn, getekend met een middelmatige passer met 
behoorlijk scherpe punten, ten opzichte van een ideale 
cirkel zal vertonen. Natuurlijk wijken de uitkomsten van 
beide instrumenten aanmerkelijk van de ideale rechte lijn, 
resp. ideale cirkel af, maar een behoorlijke passer stelt ons in 
staaty dit ideaal op veel sterker wijze te benaderen dan de meest 
nauwkeurig uitgevoerde lineaal, 

Daarom heeft men bij die constructies, waarbij de uiterste 
nauwkeurigheid geboden was, zoals bij de verdeling der 
cirkelbogen bij astronomische instrumenten, reeds sedert 
lang afstand gedaan van de lineaal, wegens de grotere onvol¬ 
maaktheid, en getracht zich zoveel mogelijk te redden met 
het meer volmaakte instrument, de passer. 

In het voorbericht van zijn werk beschrijft dan ook 
Mascheroni, hoe hij in het artikel ,,quart de eerde murah' in 
de Encyclopédie méthodique had gelezen, hoe G r a h a m 
het buitengewoon nauwkeurige muurkwadrant van de 
sterrewacht van Greenwich verdeeld had, met behulp van 
de passer alleen. Graham slaagde er echter alleen in, de 
cirkelomtrek met de passer op de bekende manier in 6 bogen 
van 60° te verdelen, en hij moest bij de onderverdeling hiervan 
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proberenderwijze te werk gaan. Hieruit werd bij Mascheroni 
de wens geboren om deze verdeling, met de passer alleen, 
zo ver mogelijk voort te zetten. 

Wij zullen in hoofdstuk IV zien, hoe hij er ten slotte in 
slaagde, om de cirkelomtrek met de passer alleen op exacte 
wijze in 240 gelijke bogen te verdelen. Hiermede nemen de 
onderzoekingen van Mascheroni een aanvang, en aan deze 
verdeling van de cirkel is het 2e hoofdstuk'van zijn werk 
gewijd. 

Steeds verder voortgaande op de eenmaal ingeslagen weg, 
geraakte Mascheroni spoedig, op uiterst vernuftige wijze, tot 
de conclusie, dat de beide hoofdconstructies, waarop ten 
slotte het geheel der Euklidische constructies is gebaseerd, 
te weten 

I® de snijpunten te bepalen van een gegeven cirkel met de 
verbindingslijn van de beide punten A en B, 

2® het snijpunt te bepalen van de verbindingslijn van de 
punten A en B met de verbindingslijn der beide punten 
C en D 

uit te voeren zijn door uitsluitend gebruik te maken van 
de passer. Daarmede is dan meteen aangetoond dat alle Eukli¬ 
dische constructies met de passer alleen uit te voeren zijn. 

Wij zullen dit doel reeds na weinige bladzijden bereiken, 
in het tweede hoofdstuk. Daarmede is theoretisch de zaak 
ten einde gebracht. Practisch is er dan echter nog veel te 
doen. Want hoewel iedere (passer + lineaalj-constructie 
tot de beide bovengenoemde hoofdconstructies kan worden 
terug gebracht, zal de consequente uitvoering daarvan bij 
vele eenvoudige opgaven tot zeer omslachtige passercon- 
structies aanleiding geven. Een groot deel van het werk van 
Mascheroni is daarom gewijd aan de behandeling van speciale 
problemen, die volgens speciale methoden op eenvoudige 
wijze kunnen worden opgelost. 

Het ligt allerminst in onze bedoeling, al deze constructies 
de revue te laten passeren. Vele munten meer uit door 
ingewikkeldheid, dan door belangrijkheid, hoewel al deze 
constructies de bewondering afdwingen voor de vindingrijk¬ 
heid van hun ontdekker. W^ij hebben daarom een keuze 
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moeten doen uit deze rijke verzameling van problemen, en 
wij laten het aan de deskundigen onder onze lezers over, 
om te beoordelen, of deze keuze een juiste keuze is geweest. 

Om alle misverstand bij voorbaat op te heffen, willen wij 
den lezer met nadruk waarschuwen, dat het allerminst onze 
bedoeling is, de passer-constructies aan te bevelen als een 
in alle opzichten geschikt vervangingsmiddel voor de Eukli- 
dische (passer + lineaal)-constructies. Dat zijn ze slechts 
bij uitzondering. Het zal in het bijzonder blijken, dat o.a. 
de constructie voor de vierde evenredige bij 3 gegeven lijn¬ 
segmenten, de constructie van de zijde van de regelmatige 
vijfhoek, de verdeling van een lijnstuk in uiterste en middelste 
reden tot deze rubriek mag worden gerekend, terwijl ook de 
verdeling van een cirkelomtrek in vier gelijke bogen in dit 
opzicht de aandacht verdient. De meerderheid der construc- 
tu's N’crkeert echter niet in deze gunstige omstandigheid. Zo 
/.al b.v. dc 2c hoofdconstructie, die dus neerkomt op het 
bepalen van het snijpunt van z gegeven rechten, welke 
met behulp van een lineaal zo voor de hand ligt, dat er geen 
verdere aandacht aan wordt geschonken, hier niet minder 
dan 13 cirkelbogen vereisen! Het is dan ook niet gewenst, 
om in de practische toepassingen de constructies van 
Mascheroni consequent door te voeren, hoewel het daar¬ 
entegen aanbeveling verdient om op de juiste plaats en op 
hel juiste tijdstip bij de (passer + lineaal)-constructies de 
lineaal voor zekere tijd buiten werking te stellen. De 
moeilijkheid zal natuurlijk zijn die juiste plaats en dat juiste 
tijdstip goed te kiezen. Dit zal een zekere mate van oefening 
in de Mascheroni-constructies vereisen, maar die oefenstof 
hopen wij den lezer in het volgende in ruime mate aan te 
bieden. Vooraf nog enkele algemene opmerkingen en af¬ 
spraken. Bij de volgende constructieopgaven komen uit de 
aard der zaak geen rechte lijnen ter sprake, maar deze worden 
vervangen door de (denkbeeldige) verbindingslijn van 2 
gegeven punten. Bij de bewijzen der constructies daarentegen 
wordt naar hartelust van rechte lijnen en hun meetkundige 
eigenschappen gebruik gemaakt. Bij de constructies zullen 
de constructie-cirkels dik getekend worden, en in de meeste 
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gevallen, vooral bij de meer eenvoudige constructies in het 

begin, achtereenvolgens genummerd worden (ci, C2, -), 

waaruit een conclusie omtrent de meerdere of mindere 
eenvoud der constructie gemakkelijk kan worden getrokken. 
Alle hulplijnen, die bij de bewijzen noodzakelijk zijn, worden 
gestippeld. 

Verder zal in het vervolg de uitdrukking: (passer+lineaal)- 
constructie, resp. -meetkunde worden afgekort door (p + /)- 
constructie, {p-\-l)-meetkunde, Evenzo in plaats van passer- 
constructie, -meetkunde, p-constructie, p-meetkunde. 

Nadat wij in het voorgaande getracht hebben, den lezer 
een overzicht te geven van het doel en de inhoud van de 
constructies van Mascheroni, willen wij nu overgaan tot de 
behandeling van deze constructies. Maar alvorens daartoe 
over te gaan, willen wij diegenen onder onze lezers, welke 
nog nimmer met deze constructies kennis hebben gemaakt, 
in overweging geven, reeds nu hun krachten zelfstandig te 
beproeven op enkele eenvoudige problemen uit dit gebied, 
zoals o.a.: 

hoe kan men met de passer alleen een verbindingslijn 
tussen twee gegeven punten A en B met zichzelf verlengen, 
en: 

hoe kan men met de passer alleen de snijpunten construeren 
van een gegeven cirkel met de verbindingslijn van 2 gegeven 
punten A en B? 

Het antwoord op deze beide vragen, dat op de volgende 
bladzijden zal worden gegeven, is verrassend eenvoudig, en 
het vereist, in tegenstelling met de meeste andere constructies 
van Mascheroni, geen berekening, maar het verrassende van 
deze constructies schuilt juist in het feit, dat velen er niet in 
slagen, deze constructie (althans onmiddellijk!) uit te voeren. 

Wij hopen van harte, dat U er wel in zult slagen, en dan 
zal dit niet nalaten. Uw belangstelling in deze interessante 
materie aan te wakkeren. 




L GRONDCONSTRUCTIES 


Bepaling: Bij alle volgende constructies worden punten 
aangegeven door hoofdletters. Een cirkel met middelpunt M 
en straal PQ wordt aangegeven door M (PQ). De cirkelbogen 
worden voorgesteld door Ci, C2. . . . 


1. Door een gegeven punt P een lijn te construeren evenwijdig 
aan een gegeven lijn AB (fig. i). 



Deze constructie verloopt 
volkomen analoog met de in 
de gewone (p+l)-nieetkunde 
gebruikelijke als volgt. 
Beschrijf de cirkel P (AB) = 
C|) evenzo de cirkel B (AP) 
==C2. Cl en C2 snijden elkaar 
in Si en S2, symmetrisch 
t.o.v. PB. 

Wanneer Si en A aan ver¬ 
schillende zijden van PB 
gelegen zijn, dan is 
PSi // AB 

Want AP-SiB; PB = BP; 

BA-PSi. 


Dus A APB^A SiBP, en / ABP = / SiPB. 

Deze constructie is steeds mogelijk, omdat BSi+SiP= 
PA+AB> PB is. 

II. Een gegeven lijnstuk OA met zichzelf te verlengen, (hg. 2). 
Uit één der uiteinden van OA, b.v. O wordt de cirkel 0 ( 0 A)=Ci 
beschreven. Verder beschrijft men de cirkel A(OA) = C2, die 
Cl o.a. in B snijdt; vervolgens de cirkel B (OAj^Cg, die Ci 
in A en C snijdt, en tenslotte de cirkel C (OA) —C4, die Ci 
in D en B snijdt. 
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Fig, 2 


Dan liggen de 3 punten 
A, O, D op 1 rechte, en 
OA = OD 

Want de AAAOB, 
BOG, GOD zijn gelijk¬ 
zijdig. 

Door deze zelfde con¬ 
structie uit één der uit¬ 
einden van het verdub¬ 
belde lijnstuk, b.v. D, 
voort te zetten, is het 
duidelijk, dat men met 
de passer alleen het lijn¬ 
stuk AO kan verdrie¬ 
voudigen, verviervoudi¬ 
gen, . . . ., ver-n-voudi- 


gen, als n een geheel getal voorstelt. 


IIL Het midden te bepalen van een lijnstuk AB (fig. 3). 

Beschrijf cirkel 
A (AB)=Ci, en 
cirkel B (BA) = 
C2 die elkaar in 
G en F snijden. 
Girkel G (AB) 
= C3 snijdt C2 in 
D; cirkel D(AB) 
= C4 snijdt C2 in 
E. Girkel E(EA) 
snijdt Cl inP en 
Q. De cirkels 
P (PA)=Cq en 
Q (QA) =C7 
snijden elkaar 
in het gezochte 
midden M van 
AB. 

Bewijs. Volgens II ligt E op het verlengde van AB, en 
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AE=2 AB. Het is gemakkelijk in te zien, dat M en E op 
de deellijn van / PAQ, liggen, dus M ligt op AB. De dri^ 
hoeken PAM en EPA zijn gelijkbenig en ze hebben / A 
gemeenschappelijk, dus: APAM AEPA. AP . AM. 
AE : AP=2 ; I. 
dus 

AM=%AP=w.t.b.w. 


IV. 


Een punt te construeren, dat symmetrisch ligt rnet een 
gegeven punt C ten opzichte van de verbindingslijn van 
2 gegeven punten A en B. (fig. 4 )' 

Beschrijf de cirkel A (AC)=Ci en 
de cirkel B (BC)=C2; deze cirkels 
snijden elkaar, behalve in G in het 
gevraagde punt C^, dat symme¬ 
trisch ligt met C t.o.v. AB. 

Want A ACB ^ AAC^B. (AC 
=ACV CB = CiB; BA = BA). 

.-. /Ai==ZA 2, dus ACAD^ 
AC^AD (CA=CiA; AD = AD; 
Z Al = z As). 

.-. CD = C^D en Z Dl = /D-a 

=90°. Dus C en liggen symme¬ 
trisch t.o.v. AB. Het is duidelijk, 
dat C en C^ samenvallen, als C 
op AB ligt. 



V. Een gegeven cirkelboog AB te halveren, (fig. 5) _ 
Vertoonden de voorgaande constructies geen bijzondere 
kenmerken, welke hen sterk deden afwijken van de overigens 
in de meetkunde gebruikelijke methodes, de hier volgende 
constructie vertoont deze kenmerken in zeer sterke mate. 
Daardoor is zij weliswaar aanmerkelijk ornslachtiger dan de 
gebruikelijke constructie met passer en lineaal, maar 
zal daardoor des te meer bewondering hebben voor de 
vernuftige wijze, waarop Mascheroni dit lastige, in het 
vervolg geregeld toegepaste, probleem tot een oplossing 
heeft gebracht. Hij gaat daartoe als volgt te werk: 
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AB—Cl is de gegeven cirkelboog met middelpunt O. 

Beschrijf uit A de cirkelboog A (OA)=C2, en uit B de 
cirkelboog B (OA)=C3. 

Verder uit O de cirkelboog O (AB)=C4. die Ca en c, in C 
en D snijdt. 

Vervolgens de boog C (CB)=C5 en D (DA)=D (CB)=C6, 
die elkaar o.a. in E snijden. 

De cirkelbogen C (OE)=c^ en D (OE)=Cs snijden elkaar 
o,a. in het midden F van boog AB, 

Bewijs: Volgens I is CO # AB # OD. Dus C, O en D 
liggen op I rechte. 


Het is verder duidelijk, dat COBA ^ DOAB, dus BC= 
BC 2 =C 02 + 0 B 2 —2 CO.OB cos COB. 


OA 2 =AC^+CO^ — 2CO.AC cos ACO=OB 2 +CO^+ 
2 CO.OB cos COB, omdat / COB+ / ACO=i8o°. 
Dus: BC^+ 0 A ^=2 OB^+2 CO^ dus wegens OA=OB: 
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BC^=0B2+2 C0"=AD2 (i) 

Daar A COE ^ A DOE, is / EOC= / EOD=90°. 

OE^ GE"—C02=BC'—CO^=OB^+CO" (2) 

weqens (i) 

Het is duidelijk, dat A FOC ^ A FOD; dus / FOC= 
Z F 0 D= 90 °. 

Hieruit blijkt ten eerste, dat F ligt op de deellijn van / AOB. 
Verder is: 

F 0 "=FC" — CO"=OE" — CO"=OB" (volgens (2)). 
Dus F ligt op de cirkelboog Cj 

Samengenomen blijkt hieruit, dat F inderdaad het midden 
van boog AB is. 

VI. De vierde evenredige bij 3 gegeven lijnstukken a, b en c te 
construeren. 

Deze zeer belangrijke constructie, die in het vervolg her- 
haaldelijk zal moeten worden toegepast (zie in het bijzonder 
de l)epaling van het snijpunt van 2 gegeven lijnstukken, 
constructie X) is door Mascheroni en anderen op buiten¬ 
gewoon eenvoudige wijze uitgevoerd. Deze constructies zijn 
zelfs eenvoudiger dan de in de gewone meetkunde ge¬ 
bruikelijke. Immers de (p+lj-constructie vereist bij de 
volledige uitvoering, zoals gemakkelijk is na te gaan: 
het trekken van 2 lijnen door i punt. 
het trekken van 2 lijnen door 2 punten 
het trekken van 6 cirkelbogen. 

Wij zullen nu 2 constructies met de passer alleen aangeven, 
waarvan de eerste 5 cirkelbogen vereist, de tweede slechts 
4 cirkelbogen, voor die gevallen, waarin de constructies 
onmiddellijk uitvoerbaar zijn. De onmiddellijke uitvoerbaar¬ 
heid is n.1. aan een kleine beperking onderworpen, die wel 
gemakkelijk is op te heffen, maar daartoe weder een extra 
aantal cirkels vereist. 

Definitie: Onder de vierde evenredige bij drie gegeven 
grootheden a, b en c verstaat men de grootheid x, welke 
voldoet aan de evenredigheid: 

a : b=c : x. 
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Fig, 6 


a 

Eerste constructie: 
(Mascheroni). (hg. 6). 

Wij nemen eerst aan, 
dat: 2 a > b of 2 a 
> c 

Daar men in de 
evenredigheid: 
a : b = c : x 

de middelste termen 
b en c mag verwisselen, 
zodat deze evenredig¬ 
heid mag worden ver¬ 
vangen door 
a : c = b : X 
kan zonder enige be¬ 
perking worden aange¬ 
nomen, dat 


^ . z a > c. 

Construeer uit een willekeurig punt O als middelpunt de 
beide cirkels O (a) = Ci en O (b) = c^. Op d wordt een 
willekeurig punt A aangenomen. 

Beschrijf de cirkel A (c) = Cg. Daar aangenomen is, dat 
c < 2 a, zal Cg de cirkel Ci o.a. in het punt B snijden. Men 
nerne nu een willekeurig lijnstuk d aan, waarvan de lengte 
slechts te voldoen heeft aan de ongelijkheid 
Jb b[ -< d < a“i“b 

^en kan b.v. de langste der beide stukken a en b kiezen) 
De cirkels A (d)=C4 en B(d)=C5 zullen dan zeker de 
cirkel ^ in 2 punten snijden. Kiezen wij nu die snijpunten 
A en B , wdke op dezelfde wijze gelegen zijn ten opzichte 
van (JA en ÜB, dan is de gezochte vierde evenredige x. 

Bewijs: Uit de constructie volgt onmiddellijk: A AA^O ^ 
A BB^O. 


.-. z AOAi= Z BOBi dus Z AOB = 
.-. A AOB A A^OBh dus: 

OA : OAi=AB : A^B^ 


AiOBh 
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of a : b = c : A^B^, dus = x. w.t.b.w. 

Opmerking: De voorgaande constructie is alleen mogelijk, 
als de cirkels Cg en Ci elkaar snijden, d.i. als 2 a > c is. Wan¬ 
neer aan deze laatste eis niet voldaan is, dan kan men de 
gegeven evenredigheid: 

a : b = c : X 

vervangen door de daarmede gelijkwaardige: 
ma : mb = c : x. 

Men kan hierin voor m steeds een zo groot geheel getal 
kiezen, dat 

2 m a > c 

is. Dan moeten dus eerst de beide lijnstukken a en b vervangen 


Tweede constructie: {E. 
Dubouis), (fig 7). 

Hierbij moet worden 
aangenomen, dat zowel 
2a > b als 2a > c is. 

Construeer met een 
willekeurig punt O als 
middelpunt de cirkel 
O (a) — Cl. Uit een 
willekeurig punt M van 
Cl construeert men de 
cirkel M (b) = C2. Deze 
snijdt Cl, zeker in 2 
punten omdat b < 2a 
is. Noem één dezer 
snijpunten N, en con¬ 
strueer de cirkel N (c) 
= Cg, die Cl o.a. in een punt P snijdt (wegens c < 2a). Beschrijf 
tenslotte de cirkel P (c) = C4, die C2 snijdt in Q, dan is NQ 
= X = de vierde evenredige bij a, b en c. 

Bewijs: Volgens de constructie ligt Q symmetrisch met N 
ten opzichte van MP, dus MP±NQen / NPM= NPQ. 


worden door ma en mb (zie II). 
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z NOM=bg NM=2. Z NPM- Z NPQ. 

A MON ^ A QPN, dus: 

MO:MN=PQ:QN of a : b-c : QN, dus QN-x, 
w.t.b.w. 

Opmerkingen: 

1) . Wanneer P^ het 2e snijpunt van Ci en Cg is, dan snijdt 

de cirkel P^ (cj^Cg de cirkel C2 in Óh De lezer bewijze, 
dat Q^N-QN. 

2) . Wanneer niet voldaan is aan de ongelijkheden 2a > b en 

2 a > c, dan kan de evenredigheid a : b = c : x worden 
vervangen door de gelijkwaardige evenredigheid: 
mn a : mb = nc : x 

Door voor m en n geschikte gehele getallen te kiezen, 
kan men er steeds voor zorgen, dat 2 mn a > mb dus 
2 na > b is, en evenzo, dat 2 mn a > n c, dus 2 m a > c is. 
De lijnstukken a, b en c moeten dan worden vervangen door 
mn a, m b en n c. 



VIL Een gegeven 
lijnsegment a met 
een 2 e gegeven 
lijnsegment b te 
verlengen of te 
verkorten (fig 8) 
Deze constructie 
is een onmiddel- 
lijk gevolg van V. 

Laat AO de 
gegeven afstand a 
zijn. Beschrijf uit 
O de cirkel 0 (b) 
— Cl. Beschrijf uit 
A een cirkel C2 
met een wille¬ 


keurige straal, 

maar zo gekozen, dat C2 de cirkel Ci in 2 punten P en Q snijdt. 

Met behulp van constructie V worden vervolgens de 
middens R en S der beide bogen PQ van cirkel Ci bepaald. 



GRONDGONSTRUGTIES 


27 


Het is duidelijk, dat P en Q symmetrisch liggen ten op¬ 
zichte van AO. Hieruit volgt onmiddellijk, dat R en S op 
AO of haar verlengde liggen. In onze figuur is dan AR== 
a+b, en AS=a—b (of b—a, als b>a is). 

Hiermede zijn alle grondconstructies der p-meetkunde 
behandeld. Wij zullen nu zien, hoe Mascheroni de hoofd¬ 
constructies van de p+l-meetkunde tot zuivere passercon- 
structies weet terug te voeren. 



IL DE HOOFDCONSTRUCTIES 
VAN MASCHERONI 

Zoals wij reeds vroeger hebben opgemerkt, komen alle 
constructies van de gewone vlakke meetkunde neer op de 
volgende drie gevallen: 

a) het bepalen van de snijpunten van 2 gegeven cirkels. 

MM >> ,, I gegeven cirkel met 

I gegeven rechte. 

M ,, ,, het snijpunt van 2 gegeven rechten. 

Men zou hier eventueel nog aan toe kunnen voegen: 
d) het trekken van de verbindingslijn tussen 2 gegeven punten, 
welk laatste geval in de gewone (p+l)-meetkunde een zeer 
voorname rol speelt, maar dat in de p-meetkunde uit de 
aard der zaak buiten beschouwing blijft (behalve natuurlijk 
bij de bewijzen). 

De uitvoering van de gevallen a, b en c ligt bij de gewone 
meetkunde zo voor de hand, dat daaraan bij die gelegenheid 
geen bijzondere woorden worden gewijd, behalve als het 
eventueel gaat over het trekken van verbindingslijnen naar 
ontoegankelijke punten, en de daartoe aangevoerde hulp¬ 
constructies. 

Bij de p-meetkunde is de toestand natuurlijk geheel anders, 
behalve bij het geval a), dat geheel identiek verloopt met de 
behandeling in de (p+l)-meetkunde, omdat hierbij de rechte 
lijn geen rol speelt. 

Dit gehele hoofdstuk zal daarom in hoofdzaak gewijd zijn 
aan de gevallen b) en c), waarbij juist het in de (p-f i)-meet- 
kunde zo triviale geval c) bijzondere moeilijkheden biedt. 

Als deze moeilijkheden overwonnen zijn, kan men in 
principe iedere constructie uit de (p+l)-meetkunde volgens 
de methodp der p-meetkunde behandelen, al zal dit in de 
regel de uitvoering aanmerkelijk compliceren. 
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VIII. Het bepalen van de snijpunten van 2 cirkels met gegeven 
middelpunten en gegeven stralen 

De uitvoering hiervan is duidelijk, en werd in het eerste 
hoofdstuk reeds geregeld toegepast. Alleen rnag er aan worden 
herinnerd, dat er slechts dan 2 snijpunten zijn, als de afstand 
0,02 der middelpunten voldoet aan de ongelijkheden, 
jr,—r2l < O1O2 < ri+r2. 

IX Het bepalen van de snijpunten van een cirkel c met de 
verbindingslijn van de punten A en B. 

Wij denken ons dus gegeven de cirkel c met middelpunt O 
,;n straal r en verder 2 willekeurige punten A en B. 

Wij zullen voorlopig aannemen, dat de 3 punten A, B en O 
niet op I rechte zijn gelegen, (fig 9) 

Wij willen den lezer 
die tot hier is gevorderd, 
ernstig in overweging ge¬ 
ven, eerst zelf zijn krach¬ 
ten op dit probleem te 
beproeven. Wanneer hem 
dit gelukt, (natuurlijk on¬ 
der uitsluitend gebruik 
van de passer!) dan zal 
hij eerst recht onder de 
bekoring geraken van de 
fraaiheid der passercon- 
structies. En zo niet, dan 
zal hij, na bestudering 
van de eenvoudige con¬ 
structie, die hieronder 
volgt, des te meer waar¬ 
dering gevoelen voor de 
vernuftige wijze, waarop 
Mascheroni dit probleem 
in een handomdraaien tot oplossing brengt. 

Wij willen nu tot deze constructie overgaan,maar merken 
vooraf op, dat de oplossing geheel en al gebaseerd is op het 
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spiegelen van punt O ten opzichte van de lijn AB De ge- 
zochte snijpunten X en Y van de cirkel c met de verbindings¬ 
lijn Ai3 (zo deze aanwezig zijn) blijven bij dit spiegelings- 
proces op hun plaats. 

construeert men dus de cirkels A (AO)=Ci en 
l3(BO) =C2. De cirkels Ci en C2 snijden elkaar, behalve in O 
A ü symmetrisch ligt met O ten opzichte van 

AJ3. Vervolgens beschrijft men de cirkel OHr)=c,. Dan is 
C3 het spiegelbeeld van c t.o.v. AB. 

Wanneer de cirkels en c elkaar snijden, dan zijn de snij¬ 
punten X en Y klaarblijkelijk de gevraagde snijpunten van 
AB met c. 

Snijden de cirkels Cg en c elkaar niet, dan snijden ook AB en c 
elkaar met. Het geval, dat Cg en c samenvallen is uitgesloten 
in wrband met de boven gemelde afspraak, dat de punten 
A, ±5 en O met op i rechte zijn gelegen. 

Wanneer A, B en O op i rechte zijn gelegen, dan construeert 
men uit B als middelpunt een ciikel Ci met zulk een straal, 
dat deze de cirkel c in 2 punten P en Q snijdt. P en Q liggen 
dan symmetrisch ten opzichte van ABÖ. De gevraagde 
snijpunten X en Y van AB en c zijn dan de middens van 
de beide bogen PQ van cirkel c. Deze middens worden 
bepaald volgens constructie V. 


Wij komen nu tot het geval c, dat in zekeren zin het kernpunt 
van de constructies van Mascheroni vormt. Gevraagd wordt; 

X. Het snijpunt te bepalen van twee lijnen AB en CD. 

Het zal blijken, dat er een groot verschil is in de uitvoering 
van deze constructie, naarmate de rechte lijnen AB en CD 
al dan met loodrecht op elkaar staan, 
a). Wij nemen eerst aan, dat AB niet ± CD staat *)(fig 10). 
Gevoelt de lezer ook lust, zich op deze vraag te werpen? 


rn IS verder nog van belang, aan te nemen, dat de punten A en B aan weerszijden van 
CD liggen. Is aan deze yoorwaarde niet voldaan, dan kan men steeds, (behalve in het bij voorbaat 
1 gesloten geval AB / / CD) de lijn AB zo dikwijl.s met zichzelf verlengen (II), totdat aan deze 
voorwaarde is voldaan. 
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Wij raden dit ten sterkste aan, maar wij kunnen hem de 
waarschuwing niet onthouden, dat deze constructie veel 
meer moeite oplevert dan de voorgaande. Het daar uitge¬ 
voerde symmetriseringsproces brengt ons ook hier een aan¬ 
merkelijke stap nader tot het beoogde doel, maar. ... de 
oplossing wordt daarmede toch niet onmiddellijk bereikt, 
zoals bij IX. 

Beschrijf de cir¬ 
kels D (DA)=Ci 
en C (GA)=C2, 
die elkaar snijden 
in A en A^, waar¬ 
in A^ symme¬ 
trisch ligt met A 
t.o.v. CD. 

Evenzo leve¬ 
ren de cirkels 
D(DB) === C3 en 
C(CB) -- C4 het 
punt B^ dat sym¬ 
metrisch ligt met 
Bt.o.v. CD. Het 
is duidelijk, dat 
de lijnen AB en 
A^B^ symme¬ 
trisch liggen t. 
o.v. CD, zodat 
hun snijpunt S op 
CD ligt. 

De vraag is 
hiermede terug 
gebracht tot de 
bepaling van het snijpunt S van AB en A^B^. 

Daar AA^ en BB^ loodrecht op CD staan, is AA^ // BB^, 
dus AA^ BB^ is een (gelijkbenig) trapezium. 

De cirkels B (BAj^Cg en A^ (BBi)=C6 snijden elkaar o.a. 
in een punt E op het verlengde van AA^ (want AA^EB is 
een parallelogram). 
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Nu is SA V/BE. Dus: 

AE : AAI 

Hierin zijn AE (=AAi+BBi), AA^ en AB bekende 
lijnstukken, dus AS is te bepalen als 4de evenredige bij de 
drie bekende lijnstukken AE, AA^ en AB, waardoor de 
constructie van AS tot VI is terug gebracht. Aangezien 
daarmede het punt S onmiddellijk is te bepalen, heeft Ma- 
scheroni (Mascheroni-Garette p. 96) deze laatste constructie 
achterwege gelaten. 

Wij willen echter de bepaling van het snijpunt S met behulp 
van de eerste constructie van VI voltooien. 

^ Construeer de cirkel A (ABj^-c^ en A fAEj—Cg. De 
cirkel E (AA^) = C9 snijdt Cg o.a. in F. Beschrijf met een 
Willekeurige straal d de cirkels E (d)==Cio en F (d) = Cii, 
die C7 in G en H snijden. 

Dan is GH de gezochte vierde evenredige bij AE, AA^ 
en AB. 

De cirkels A{GH)=Ci2 en (Ghf)— -C53 leveren het ge¬ 

zochte snijpunt S van AB en CD. 

De constructie van het snijpunt van de verbindingslijnen 
van twee puntenparen vereist dus het tekenen van 15 cirkels. 

Opmerking. De constructie van de vierde evenredige is in 
het voorgaande geval waarbij A en B aan weerszijden van 
CD liggen steeds mogelijk, daar dan EF^-AA^ < AE < 

2 AE is. 

De tweede constructie van VI vereist weliswaar een kleiner 
aantal cirkels, maar deze is niet steeds mogelijk, daar dan 
bovendien vereist wordt, dat AB < 2 AE is. Hieraan zal 
niet altijd voldaan zijn. Om deze reden hebben wij hier 
de voorkeur gegeven aan de eerste constructie van VI. 

Opgave: Voer de bepaling van S uit met behulp van de 
2e constructie van V^I (indien de gegevens zich daartoe lenen). 

b). De voorgaande^ constructie vervalt, wanneer AB±CD staat. 
Beschouwen wij nu dit geval (hg ii). 

De cirkels C (CB)=Ci en D (DB)=^C2 leveren het punt B^, 

* d > AAI + BBI — AB; d < AA^ -t BB^ 1- AB. 
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dat symmetrisch is gelegen met B t.o.v. CD. ligt dus op 
AB, en het gezochte snijpunt S is het midden van BB^ (III). 
Deze constructie vereist het tekenen van 9 cirkels. 

Tegelijkertijd is hiermede de passerconstructie van het 
volgende vraagstuk gegeven: 

XI. Het voetpunt te bepalen van de loodlijn uit een willekeurig 
punt B neergelaten op de verbindingslijn der beide punten 
C en D, 

Door de hoofdconstructie VIII, IX en X is nu de mogelijkheid 
aangetoond, om iedere constructie, uitvoerbaar volgens de 
Euklidische methode met passer én lineaal, tot een zuivere 
passerconstructie terug te brengen. Daarmede zouden wij 
de ons gestelde taak als afgelopen kunnen beschouwen. 
Wij zouden echter onrecht doen aan het vindingrijke werk 


Passermeetkunde 3 




I 


I i< )< )1 l)C:ONSTRUGTIES VAN MASCHERONI 


\.iii M.iNchcroni, als wij het hierbij zouden laten. Het is 
duidelijk, dat met behulp van de hoofdconstructies- alleen 
een groot deel der Euklidische constructies, in het bijzonder 
die, welke op het bepalen van snijpunten van rechten 
berusten, buitengewoon omslachtig zou uitvallen. 

De hoofdzaak van onze taak begint eerst nu, door aan te 
tonen, hoe Mascheroni en anderen bij tal van speciale con¬ 
structies buitengewoon elegante oplossingen hebben ge¬ 
vonden, die soms een zeer klein aantal cirkels vereisen, en 
niet zelden eenvoudiger zijn dan de overeenkomstige (p-^l)- 
constructies. Alvorens hiertoe over te gaan, willen wij reeds 
nu den lezer uitnodigen zijn krachten te beproeven op 
verschillende dezer constructies, zoals o.a.: 

a) een cirkel te construeren door 3 gegeven punten (bij 
voorkeur zonder X). 

b) eeri cirkelomtrek te verdelen in 4 of 5 gelijke bogen. 

In ’t verdere gedeelte hopen wij aan te tonen, dat van 

deze en tal van andere vraagstukken zeer eenvoudige passer- 
constructies kunnen worden gegeven. 



III. EENVOUDIGE TOEPASSINGEN MET 
VERMIJDING VAN DE CONSTRUCTIE 
VAN HET SNIJPUNT VAN 2 GEGEVEN 
RECHTEN 


§ I. Inleiding 

Nadat wij in het voorgaande hoofdstuk de hoofdconstructies 
van de p-meetkunde hebben behandeld, zijn hierdoor de 
elementen geleverd, waarmede iedere (p+l)-constructie met 
behulp van de passer alleen kan worden uitgevoerd. Deze 
constructies zullen echter als regel zeer gecompliceerd 
uitvallen, in het bijzonder dan, wanneer daarbij de bepaling 
van snijpunten van rechten te pas komt, (X). Wanneer men 
b.v. volgens deze methode de constructie van het middelpunt 
van de cirkel door 3 gegeven punten A, B en C (als snijpunt 
van de middelloodlijnen van AB en BG) zou willen uitvoeren, 
zal deze constructie niet minder dan 17 cirkels vereisen. 

De bedoeling is, om in dit hoofdstuk voor tal van bijzondere 
problemen constructies op te stellen, waarbij de constructie X 
vermeden zal worden. Daardoor zullen die constructies in 
elk opzicht veel aan eenvoud en overzichtelijkheid winnen. 
Zo zal dan b.v. de constructie van het middelpunt van de 
cirkel door A, B en C slechts 10 cirkels vereisen. Wij zullen 
aantonen, dat zelfs constructies, waar de bepaling van het 
snijpunt van rechten schijnbaar onvermijdelijk is, zoals o.a. 
de constructie van de merkwaardige punten van een driehoek, 
uitgevoerd kunnen worden zonder gebruik te maken van (X). 

§2. 

XII. Constructie van de derde evenredige bij z gegeven lijn¬ 
stukken a en b. 

Deze constructie speelt een voorname rol als hulpconstructie 
bij tal van de volgende problemen. Wij willen even her¬ 
inneren aan de definitie van de 3 e evenredige bij a en b. 
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Definitie: Onder de derde evenredige bij 2 gegeven lijn¬ 
stukken a en b verstaat men het lijnstuk x, waarvan de lengte 
voldoet aan de evenredigheid 
a : b=b : x 

b^ 

of aan de gelijkheid: x= — 

a 

Hieruit volgt onmiddellijk, dat de constructie van x een 
bijzonder geval is van de algemene constructie van de 4e 
evenredige bij a, b en c (VI) door c=b te nemen. 

Wanneer 2 a > b is, dan valt de 2e constructie van VI, 
voor c=b wel buitengewoon eenvoudig uit, aanmerkelijk 
eenvoudiger dan de gebruikelijke (pfl) constructie (zie fig 12). 

Stel AB = a. 

Beschrijf cirkel A(AB) 
—A(a) = Ci. Beschrijf cir¬ 
kel B (b)=C2, welke Ci 
snijdt in P en Q (wegens 
b < 2 a). De cirkels P(b) 
= C4 en Q(b) = C3 snijden 
elkaar in C. Dan is PC de 
derde evenredige bij a en b. 

Het bewijs volgt on¬ 
middellijk uit de gelijk¬ 
vormigheid van AAPB 
en APBC. 

Wanneer b > 2a is, kan 
men de moeilijkheden 
ontgaan op analoge wijze als bij VI. Deze complicatie treedt 
overigens in de volgende toepassingen niet op. 

§ 3* Over het vermenigvuldigen van lijnstukken met 
meetbare getallen 

XIII* Een lijnstuk AB met n te vermenigvuldigen (n is een 
geheel getal), (fig 13). 

In II hebben wij reeds het speciale geval n=2 behandeld. 
In de slotopmerking bij II is reeds aangewezen, hoe men door 
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herhaling van deze constructie een lijnstuk kan vinden, gelijk 
aan n.AB. In fig. 13 is deze constructie uitgevoerd voor het 
bijzondere geval Men ziet hieruit onmiddellijk, hoe 

AD = 3. AB is bepaald. 



XIV.Een lijnstuk te construeren, dat gelijk is aan —(n is een 

geheel getal) m.a.w. een lijnstuk AB door n te delen. 
(fig 13). 

In III hebben wij reeds het bijzondere geval n=2 behandeld 

a a^ 

Wanneer AB = a, dan wordt gezocht: x=—= —• 

n na 


Dus X is de derde evenredige bij na en a (n > 2). 

Met behulp van XII kan deze constructie steeds worden 
uitgevoerd, wanneer yooraf met behulp van XIII een lijnstuk 
n.a' is bepaald. Dit is in figuur 13 uitgevoerd voor n=3. 

AG = —• 

3 

Opmerking: Wanneer men AG volgens XIII met n ver¬ 
menigvuldigt, wordt de lijn AB in n gelijke delen verdeeld. 
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XV. Een lijmtuk te construeren, dat gelijk is aan - • AB (m en n 

n ^ 

zijn gehele getallen), m.a.w. een lijn AB met - te vermenig- 
vuldigen. ^ 

Wanneer AB=a, moet bepaald worden: 


n na mna 
^Wij kunnen dus x bepalen: 
i°als 4e evenredige bij na, a, en ma, 

^ waarbij dus vooraf na enm a moeten worden bepaald.(VI) 
2 ^s 3e evenredige bij mna en ma. v 1 

Deze constructie vereist de voorafgaande bepaling van 
ma en mna. ® 

Door de voorgaande constructies kunnen nu alle meetbare 
veelvouden van een gegeven lijnstuk a worden bepaald. 
Wegens veelvuldige toepassingen zullen wij nog 2 andere 

constructies geven voor de speciale gevallen 1 — - - 


~ 2 * 3 * 4 » 8 > 16 


§ 4. Speciale constructies voor het halveren en in drieën 
delen van een lijnstuk 

XVI. Tweede constructie voor de bepaling van het midden van 
een lijnsegment AB (fig 14). 

^ °P verlengde van 
,j^C= 2 AB. Construeer cirkel A (AC) =C5, 
n snijdt C5 in D en E. De cirkels 

/f D ^ ^8 STiijden elkaar in het gezochte 

midden van AB. 

Bewijs: CP=^ CD = AB a/JT Wanneer CD de cirkel Ci 

in Q snijdt, dan is CQ=QD= ^ VJ (want AC=AD). 

Dus A N C D GV5 A QCA. 

NC : CD=QC : AC. ■ 


NC : AB a/3; 


AB ^ 

— V3 : 2 AB, 


of 
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dus: NC-=|AB; MC-2NC=|AB; AM-^AB. 

XVII. Bepaling van het 
vierde-, achtste-, 
zestiende deel van 
AB. (fig 14). 
Wanneer CD^ = CE^ - 
DB, en de cirkels (DB) 
en É^DB) snijden elkaar 
o.a. in (tussen M en 
B), dan is het midden 
van MB. Bewijs dit. 
Bewijs eveneens, dat het 
midden van BM^ kan 
worden gevonden, door 
op C5 de stukken CD^^— 
GE^^=D^B af te passen, 
en de beide cirkels D^^ 
(D^B) en E^^ (D^B) met 
elkaar te snijden enz. 

XVIII Tweede constructie 
ter verdeling van een lijnsegment AB in drie gelijke 
delen, (fig 15) 

Beschrijf de cirkels A(AB)=a en B(AB)=b. Op de bekende 
wijze (I) worden de uiteinden C en D van de middellijnen 
door A en B geconstrueerd. 

De cirkels C(CA)=Ci en D(DB)=C2 snijden D (DC)= 
C3 en C(CD)=C4 in E, E^ en F, F^. De cirkels E(EC)=C5 
en E^ (EC)=C6 snijden elkaar in N, de cirkels F (FD) —C7 
en F^ (FD3=C8 snijden elkaar in M. 

M en N zijn de gevraagde deelpunten. 

Het bewijs, dat op volkomen analoge wijze verloopt als 
in de voorgaande gevallen, willen wij aan den lezer overlaten. 

§ 5. Het bepalen van het middelpunt van een cirkel 

Wij zullen in deze § een tweetal problemen behandelen. 
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welke van oudsher als de proefstukken van de constructies 
van Mascheroni zijn beschouwd. Ze zijn beide reeds door 
Mascheroni behandeld, maar de hieronder gegeven con¬ 
structies zijn aanmerkelijk eenvoudiger, en meer symmetrisch 
van opbouw. 

XIX. Van een gegeven cirkelboog c=PCl het middelpunt te 
bepalen, (hg i6). 

1) We kiezen op boog PQ een willekeurig punt A, ongeveer 
in het midden der boog. 

2) Beschrijf met willekeurige straal r (niet te klein) een 
cirkel A(r) = Ci, die c snijdt in B en Bh 

3) Beschrijf uit B en B^ de cirkels B(r)=C2 en B^(r) = C3, die 
elkaar snijden in C. 

4) Beschrijf de cirkel C (CA)==C4, die Ci snijdt in D en Dh 

5) Beschrijf uit D en de cirkels D(DA)=C5 en (DA)= 
Cg, die elkaar snijden in M. 

M is het gezochte middelpunt. 

Bewijs: De opmerkzame lezer zal in deze constructie 
ongetwijfeld tweemaal de constructie van de 3e evenredige 
hebben ontdekt. (XII). In de eerste plaats is CA de 3e even¬ 
redige bij de onbekende straal R van de gegeven cirkel en 
de bekende straal r, m.a.w. 

CA^g. (I) 

In de 2e plaats is AM de 3e evenredige bij de afstand CA 
en de bekende straal r, dus: 

AM=^ = ^ (wegens (i)) =R. 

Het is onmiddellijk duidelijk, dat M op de deellijn van / 
BAB^ is gelegen. Dus M is het gezochte middelpunt. 

Opmerking: De voorafgaande constructie is natuurlijk 
alleen mogelijk als: 

1° r zo gekozen wordt, dat de cirkel A (r) = Ci de gegeven 
boog snijdt. 

Hiervoor kan steeds worden gezorgd, door r niet te groot 
te kiezen. 


42 


EENVOUDIGE TOEPASSING ZONDER CONSTRUCTIE SNIJPUNT 


Men mag echter anderzijds r niet te klein kiezen, daar 
men dan gevaar kan lopen, dat cirkel c, niet de cirkel c, 
snijdt. 

2° r moet zo gekozen worden, dat de cirkels C4 en Ci elkaar 

snijden, m.a.w. 2 A C > r, of wegens (i) : r > — • 

Nu kan aan de eisen 1°) en 2°) niet steeds tegelijk worden 
voldaan, n.1. dan niet, wanneer de gegeven boog PQ een te 
klein aantal graden bevat. Men ziet gemakkelijk in onze 
figuur, dat: 


dus 


sin i BiMB= 


i AB 
AM 


I L 

^ R 


sin ibg PQ > sin iB^MB^ i (volgens 2°). 

I bg PQ > 14° 29'. 

Dus bg PQ moet > 57° 56' zijn. 

Om dit na te gaan, zonder het middelpunt te kennen, 
neemt men een willekeurig punt op de boog PQ aan, b.v. 
het punt A. 

Men ziet dan onmiddellijk, dat de constructie alleen 
mogelijk is, als 

ZPAQ<i (36 o°- 57°56 ')=i 5T2'. 

Wanneer ZPAQ echter > 15 Ta' is, en de bovengegeven 
constructie dus niet direct opgaat, construeert men eerst 
als boven het punt G, en men vermenigvuldigt AC met een 
zodanig geheel getal k (XIII), dat men een afstand ACi)=kAC 
krijgt, zodat de cirkel C^ (AC^) de cirkel Cj wel snijdt. Bepaalt 
men met deze snijpunten, als boven, het punt Mh dan is: 


AMi= 


r^ _ r^ 

AGï ~ 


R 


R 
k • 


Men moet daarna wederom het lijnstuk AM^ met k ver¬ 
menigvuldigen ten opzichte van A om het gezochte middel¬ 
punt M en de straal R te bepalen (XIII). 
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De bovengegeven zeer- eenvoudige, symmetrische con¬ 
structie vereist slechts het tekenen van 6 cirkels, terwijl 
Mascheroni voor dezelfde constructie (welke minder elegant 
verloopt) 9 cirkels nodig heeft (vgl. Mascheroni-Carette, 
p. 135 No 143). 



XX. Het middelpunt te construeren van een cirkel, gaande door 
3 niet op een rechte lijn gelegen punten A, B en C. (fig 17). 
Het beginsel, waarop deze constructie berust, is zeer een¬ 
voudig. Wij zullen ons door 3 achtereenvolgende spiegelings- 
constructies (IV) een vierde punt F verschaffen, dat rnet 
A, B en C op dezelfde cirkel is gelegen, terwijl bovendien 
CB = CF. Daardoor is de constructie onmiddellijk terug¬ 
gebracht tot XIX. 
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Constructie: A, B en G zijn de gegeven punten. Laten wij 
zonder beperking aannemen, dat BC > CA is. (Als BC=CA, 
kunnen wij onmiddelijk constructie XIX uitvoeren; dan is 
de voorafgaande constructie van het hulppunt F onnodig) 

1) Beschrijf de cirkel C(CB)=C]. 

2) .. ,, A (AB)=C2, welke Cj in D snijdt. 

D ligt symmetrisch met B ten opzichte van AC. /CDA = 
ACBA (i). ^ 

3) construeer de cirkels A(AC)=C3 en D(DC)=C4, die elkaar 
snijden in E. 

E ligt symmetrisch met C ten opzichte van AD; 
dus CE wordt door AD loodrecht gehalveerd. 

4) Beschrijf de cirkel E(ED)=C5, die Ci snijdt in F 
F ligt symmetrisch met D ten opzichte van EC. 

Dus D, A en F liggen op i rechte, en ZCFA=ZCDA (2) 
Wegens (i) en (2) is: 

ZCFA=/CBA. 

Dus B, C, A en F liggen op i cirkel, en CF=CD=CB. 
Hierdoor is de constructie terug gebracht tot het bepalen 
van het rniddelpunt van de cirkel door B, C en F, met BC= 
CF. Dit is constructie XIX. 

Tot zover is de constructie steeds miOgelijk. Wanneer 
/BCF / i5i°2' is, dan vindt men verder onmiddellijk, 
volgens XIX 

5) de cirkels F(FC)=Cg en B(BC)=C7 snijden elkaar in G. 

6) de cirkel G (GC)=C8 snijdt cirkel Cl en H en K. 

7) de cirkels H {HC)=Cg en K {KC)=c^q snijden elkaar in het 
gezochte rrdddelpunt M, 

Opmerking: Het is niet zeker, dat de cirkel G(GC) in 6) 
de cirkel Ci zal snijden. Daartoe is noodzakelijk en voldoende, 
dat CG > J CB is. 

Men vindt dan, als bij (XIX), dat boog FCB > 4 bg sin i 
=S7°56' moet zijn. Men ziet hieruit gemakkeliik, dat 

/BCF = i8o° —I ( 57 ° 56 ')=i 5 i° 2 ' 

moet zijn. Wanneer niet aan deze ongelijkheid is voldaan) 
kan verder tewerk gegaan worden als bij .XIX (opmerking). 
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§ 6. Constructie van de merkwaardige punten van een 
driehoek 

De voorgaande belangrijke constructie ligt ten grondslag 
aan de bepaling van het hoogtepunt^ en van de middelpunten 
der in- en aangeschreven cirkels van een driehoek. Het zwaarte¬ 
punt kan echter gemakkelijk worden bepaald zonder de 
omgeschreven cirkel, als volgt. 



XXL Constructie van het zwaartepunt van AABC. (fig i8). 

Men kan hiertoe natuurlijk eerst het midden N van AB 
bepalen (III), en daarna NZ-=i- NC bepalen volgens XIV of 
XVIIL Iets eenvoudiger is de volgende constructie. 

De cirkels A(BC) = Ci en B(CA)=C2 snijden elkaar in C , 
zodat ACBCi parallelogram is, en CC'=2 maal de 
zwaartelijn uit C. 

2 * Vervolgens wordt volgens XVIII het punt Z op CD 
bepaald, zodat Daartoe worden eerst op de 

bekende wijze de punten D en E op het verlengde van CC 
bepaald (DC=CC^=C^E). 
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De cirkels E(ED) en D (DC^) snijden elkaar in P en Q. 
De cirkels P (PD) en Q(QD) snijden elkaar in het gezochte 
zwaartepunt Z. 



XXIL Constructie van het hoogtepunt van AABC (lig 19). 

1) Bepaal het middelpunt M van de omgeschreven cirkel Ci 
van AABC. (XX). 

2) Bepaal de punten en M2, welke symmetrisch zijn 
gelegen met M ten opzichte van BC en CA. (IV) 

3) De cirkels (MiC)^C2 en {M2C)=c^ snijden elkaar 
in het hoogtepunt H, 

Bewijs: Noem het snijpunt van de hoogtelijn uit A met 
BC=D, en met de omgeschreven cirkel = F. Als CE de 
hoogtelijn uit C voorstelt, dan is: 

Z ECB=Z BAD-9o°—B. 

Z BCF=Z BAD. (omtrekshoeken op gelijke bogen). 
Z HCD-Z DCF; dus A HCD ^ A FCD.' 
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Dus DF=HD, of F ligt symmetrisch met H ten opzichte 
van BC. 

H ligt dus op cirkel Ca, die symmetrisch met Ci ligt ten 
opzichte van BC. 

Evenzo ligt H op cirkel Cg, die symmetrisch met Ci ligt 
ten opzichte van AC. 



XXIII. Constructie van de middelpunten der in- en aange¬ 
schreven cirkels van A ABC. (hg 20). 

1) Construeer de omgeschreven cirkel Ci van A ABC (XX) 

2) Bepaal de middens Ci en Cg van de bogen AB, en evenzo 
de middens Bi en Bg van de bogen AC (V) 
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:i:\\oi i)ic;e toepassing zonder constructie snijpunt 


3) De cirkels Ci (C|A)— C2 en Bi (BiA)=C2 snijden elkaar in 
het middelpunt I van de ingeschreven cirkel. 

4) Construeer de cirkels Ca (C2A)=C4 en iB2A)=c^. 

C4 en Cg snijden elkaar in Ui = het middelpunt van de aange¬ 
schreven cirkel aan zijde BC. 

Cg en C4 snijden elkaar in U2=het middelpunt van de aange¬ 
schreven cirkel aan zijde AC. 

Ca en Cg snijden elkaar in \Js = het middelpunt van de aange¬ 
schreven cirkel aan zijde AB. 

Bewijs: I is het snijpunt van de deellijnen van de binnen¬ 
hoeken van A ABC. Deze deellijnen snijden de omgeschreven 
cirkel in de middens Ai, Bi en Ci van de bogen BC, CA 
en AB. 

Hieruit volgt: 

A BiC 1= A BiCA-b A ACI= A BiBA-j- A ACI= + A B 
+iAC. _ ^ (i\ 

A Bi IC is de buitenhoek van A CIB= A ICB+ A CBI= 
i AC + -J- A B ^2) 

Uit (i) en (2) volgt: 

A BiCI = A BiIC, dus Bi/=BiC=BiA. 
m.a.w.: I ligt op de cirkel Bj (BiA)=C3. 

Op dezelfde manier bewijst men, dat I ligt op de cirkel 
Cl (CiA)=C2. Dus I is het snijpunt van Ca en Cg. 

Daar Ual de middellijn van cirkel c, is, zijn de hoeken 
UgAI en UaCI recht, m.a.w.: 

UaA en UaC zijn de deellijnen van de buitenhoeken A en C 
in A ABC, dus: 

Ua is het middelpunt van de aangeschreven cirkel aan zijde AC 
A AUal = 90° —A BiIA = 90 ° — |-(AA-h AB)--= + C= 
i A ACaB, ^ “ 

m.a.w.: 

U2 ligt ook op de cirkel C2{C2A)=C2 {C2B)=c^. 

Op volkomen gelijke wijze kan worden aangetoond, dat 
Ui op C4 en C5 is gelegen, terwijl U3 op C2 en C5 is gelegen, 

w.t.b.w. 

Opgave: Bewijs, dat U2 en U3 gelegen zijn op de cirkel 
met het midden van boog GAB als middelpunt, gaande 
door G en B. 
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§ 7. Constructies met hoeken 

In het vervolg zal een hoek A= Z. CAB worden bepaald 
door de 3 punten C, A en B. De volgende constructies over 
het verdelen en verveelvoudigen van hoeken met de passer 
zijn zo eenvoudig, dat wij den lezer uitnodigen, om de figuren 
zelf te tekenen. 

XXIV. Een gegeven hoek BAC te halveren. 

Beschrijf de cirkel A (AC)=Ci en de cirkel B(BC) = C2. Het 
tweede snijpunt van c^ en C2 is het punt C^, dat symmetrisch 
ligt met C ten opzichte van AB. 

Bepaal het midden D van de boog GG^ van cirkel Ci (V). 
D is het snijpunt van AB met Ci. 

De cirkels C(r) en D(r) met gelijke, doch willekeurige 
straal snijden elkaar in de punten P en P^, welke op de 
deellijn van Z. BAG zijn gelegen. 

XXV. Een gegeven hoek BAC te verdubbelen, te verdrie¬ 
voudigen, enz. 

Gonstrueer het punt G^, dat symmetrisch ligt met G ten 
opzichte van AB (IV) Z CAO-2. X BAC. 

Het punt B^, dat symmetrisch ligt met B ten opzichte van 
AG levert dan X B^AG^—3. X BAG enz. 

XXVI. In een punt A^ van een gegeven lijnstuk A^B^ een 
gegeven hoek BAC af te zetten. 

Gonstrueer de vierde evenredige bij AB, A^B^ en AG. (VI) 
Evenzo de vierde evenredige bij AB, A^B^ en BG. (VI) 
De cirkels A^(r]) en B^ (r2) snijden elkaar in G^. 

Dan is A ^ AABG, en X B^A^C^= X BAC. 

§ 8. Constructie van kwadratisch irrationale grootheden 

XXVII. Constructie van de middelevenredige van 2 gegeven 
lijnstukken a en b. 

Definitie: Onder de middelevenredige van 2 gegeven groot¬ 
heden a en b verstaat men de grootheid x welke voldoet 
aan de evenredigheid: 

a : x=x : b. 


Passermeetkunde 4 
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dus aan de gelijkheid: x^=ab, of x==Vab~ 



Eerste constructie: (fig 21). 

PQ==a. Verleng PQ met een stuk QR=B. (VII). 

Bepaal het midden M van PR (III). 

Bepaal Nj op QR, zodat QNi^QM (II). 

Beschrijf de cirkel M (MP)=Ci en de cirkel Ni (MjP) = Cg. 
Cl en C2 snijden elkaar in T. 

TQ is de gevraagde middelevenredige x tussen a en b. 
Bewijs: In de gelijkbenige ANjTM is de zwaartelijnTQ_L 
MNi, dus: TQ 2 =RQ.QP. 

Tweede constructie: (fig 21). 

Neem zonder beperking a > b. Verminder PQ=a met 
Q,S=b. (VII) 

Bepaal het midden M2 van QP. (III). 

Bepaal N2 op SQ, zodat SN2=SM2. (II). 

Beschrijf de cirkels Mg (M2P)=C3 en Na (M2P)= C4, die 
elkaar in U snijden. 

QU is de gevraagde middelevenredige x tussen a en b. 
Bewijs: In de gelijkbenige A N2UM2 is de zwaartelijn 
SUAM2N2 dus QU 2 =QS. QP. 
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XXVIIL Een gegeven lijnstuk a in uiterste en middelste reden 
te verdelen. 

Definitie: Wanneer een lijnstuk a in 2 delen x en a—x 
wordt verdeeld met de eigenschap, dat: 

a : X = X : (a—x) (i) 

dan noemt men deze verdeling een verdeling van a in uiterste 
en middelste reden. 

Omdat a > X is, is x > a—x. x is dus het grootste stuk 
van de verdeling van a in uiterste en middelste reden. 

Het grootste stuk is dus middelevenredig tussen het 
kleinste stuk en de hele lijn. 

Uit (i) volgt: x^+ax—a^=o of 

— a+a V5. 

x= -^ 

2 


Bij de verdeling van a in 2 delen komt uit de aard der zaak 


alleen het positieve lijnstuk: Xi= 


—a+aV5 _ a 
2 2 


(v'5—i) (2) 


ter sprake. 

Constructie: (fig 22). 

Laat OA=a het gegeven lijnstuk voorstellen. Maak AB = 
BG==CD=DE=a. De cirkels A (AC) en D (DB) snijden 
elkaar in X. De cirkels G (OX) en E(OX) snijden elkaar o.a. 
iu Y. Y is het gezochte deelpunt van OA, en OY is het grootste 
st ul: X van het in uiterste- en middelste reden verdeelde lijnstuk a. 

Bewijs: In de rechthoekige A ACD is 


AC - VAD^—DC^ - V4a"—a" = a V3. 

Evenzo: BD = a\/3; CE=av3- 

In de gelijkbenige A AXD is de zwaartelijn XO A AD. 
Dus XO- VAX^—AO^- vBD^—AO"- V3a2—a^-a vT 
In de ruit GOED delen de diagonalen elkaar in F loodrecht 
middendoor. CY-EY-OX-aY^ Dus Y ligt op AD. 

In de rechthoekige A YFC is: 

YF- a/YC^—CF^- Vza^— fa" 

OF__ =idi. 

YF-OF—YO—^aVs—la—-Ja (Ys-i)—Xi, volgens (2) 
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Dus OY is het grootste stuk van de in uiterste en middelste 
reden verdeelde lijn a. 

Deze constructie is in geen geval bewerkelijker dan de 
in de (p-|-l)-meetkunde gebruikelijke. 

Opmerking: In fig 22 is: ^ _ 

DY=DO+OY=a+ia (V5—u)=-|a (v/s + i). 

DY. OY=ia (Y5 + 1). ia (V5—i)=a^ 

DO=a is het grootste stuk van het in uiterste en middelste 

reden verdeelde lijnstuk DY. ... , , 

Door de voorgaande constructie is dus ook net probleem 

^^XIX. Een lijnstuk y te construeren, zodat een gegeven lijnstuk 
a het grootste stuk van het in uiterste en middelste 
reden verdeelde lijnstuk y is. 


XXX. Twee lijnstukken Xi en x, te construeren, waarvan de 
som=a en het product=b^, waarin a en h gegeven 
lijnstukken voorstellen. , • 

Constructie: (fig 23) Beschrijf de cirkel O (b)=Ci. Zet hierop 
af: AB=BC=CD=b. Beschrijf met willekeurige straal 

1, en r > - de cirkels A (r)=C3 en D(r)=C2, die elkaar 
2 

m M snijden. Beschrijf de cirkels M(MO) = C4 en M (MA) =C5 

Neem P willekeurig op C5, en beschrijf de cirkel P (a), die C5 


PQ- 


snijdt in Q. . i t \/r 

Bepaal het punt N, dat symmetrisch ligt met M t.o.v. 

De cirkel N (MO) = C6 snijdt C4 in X ^ Y. 

Dan liggen X en Y op de rechte PQ, en PX en XQ zijn de 
gevraagde lijnstukken Xi en X2. 

Bewijs: Trek de raaklijn in X aan C4, die Cg snijdt in U en V. 
Dan is; UX^=UM^—MX^=MA^—M 02 =b^ 

Evenzo XV^=b^ 

Dus XU.XV=PX.XQ=b^ PX+XQ=a 

OpmeïkiTig: a). Deze constructie is alleen mogelijk ais Jrki 
de cirkel C4 snijdt of raakt, dus als PQ> AD=2 b is. 
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Omdat wij r ^hebben genomen, zal de cirkel P(a) zeker 
de cirkel C5 in Q snijden. 

Wij moeten dus zorgen, dat r > — > b is 
. .. 2 ‘ 

b) xi en X2 zijn de oplossingen van de vierkantsvergelijkine: 
— ax+b^=o. ^ 

^1»2---- 

2 

Ook hieruit volgt, dat men slechts reële oplossingen vindt 

voor — > b. 

2 

Op analoge wijze wordt de volgende constructie uitgevoerd; 


XXXI Twee lijnstukken x, en te construeren, waarvan het 
verschil=a, en het product=b\ waarin a en b seeeven 
lijnstukken voorstellen. 



Constructie: (lig 

24). A, B, C, D, 
M, als boven. (AM 
groot genoeg, op¬ 
dat MO > i a 
wordt) Cirkel M 
(MO) =C4, cirkel 
M (MA)=c5. 

Cirkel O (a) 
snijdt C4 in P. N 
ligt symmetrisch 
met M t.o.v. OP. 

Cirkel N (MA) 
snijdt Cg in X en 
Y. De punten X 
en Y liggen op het 
verlengde van de 
rechte OP; OX en 
OY zijn de ge¬ 


vraagde lijnstukken Xj en Xa. 
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Bewijs: OY-OX-:PX-OX=OP=a; OY.OX=OA.OD=b^ 
Opmerking: Deze constructie is altijd mogelijk, als men 

3 , 

MA ZO groot kiest, dat MO > — wordt. 

De constructies XXX en XXXI komen bij Mascheroni 
niet voor. 

§ 9. Bijzondere constructies voor ayn (n geheel) 

De constructie van x^aun, waarin n een geheel getal, of 
zelfs een rationaal getal voorstelt, ligt reeds in het voorgaande 
opgesloten. Immers: 

x=a V n= Vna.a. 

Dus X is de middelevenredige tussen na en a, en deze 
grootheid kan volgens XXVII worden bepaald. Mascheroni 
i’ccft nog een aantal elegante constructies in de eerste plaats 
\oor n= i, 2,. . . . 10. 


XXXII. Constructies van Mascheroni voor a V n. (n — i, 2, 
3. 10). 

Constructie (fig. 25). 
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OA = a. Construeer cirkel O. (OA) AB = Br — rn 
DCi = Cifii = B^A = i ^ ~ " 

Construeer cirkel A (OA). BE = EF = a. 

De cirkels D (DB) en A (AC) snijden elkaar in 
^ en 

SLlnT' ^ “'J*" 

Dan is: 

OA_= a = aVT; OG ~ DH = aVz; AC = 
aVy, AD = za = av'4; AK = aVj; FG = 
aV6; FC = aVy; GG^ = 2 aVz — aV8~; FD = 
3^ ~ dVg; FK = aVio. 

Bewijs 

dS^= ^ (rechthoekig in C) is AC^ = AD^ — 

Dus AC = aV3. 


Dus OG 


2 OG = 2 diVz. 


AD = 2a (duidelijk). DF = 3a (duidelijk). 

DH =: OG = aV2. Hieruit volgt, dat boog DH = qo°- 
dus Z DOH = 90°. ^ ’ 

~ — OH = a . Dus DOHK is een vierkant. 

Dus KA = VAD^ + DK^ = aVj. 

FG = V FO^ + OC? = aV6. 

Z COA == 120°, dus; FG = 


V 4a2 + + 2. 2a. a. j = aVy. 

FK = V FD^ + DK® = a Vio. w.t.b.w. 


XXXIII. Constructie van a Vn, als n geheel en > 10 is. 
Wij nemen aan, dat 

(rn i)^ < n < m^ (m geheel). 

n = P- (o < p < 2 m—t). 


Dus: 
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Wanneer men reeds a Vp kan construeren, dan vindt 

men aVn uit: __ 

aVli = (ma)^ — V~py. 

Beschrijf nu een cirkel met straal en bepaal op de 

bekende manier de uiteinden A en B van eeti middellijn. De 
cirkel met straal a Vp en A als middelpunt snijdt de omtrek 
in C, zodat Z. ACB = 90°, en BC = av n. 

Daar volgens XXXII a V"p kan worden geconstrueerd voor 
p = I, 2, .... 10, kan in de eerste plaats m = i, 2, .... 6 
worden gekozen. 

Men kan nu volgens deze constructie alle waarden a V”n 

construeren voor n < 6^ = 36. 

Maken wij van deze uitkomsten gebruik, dan kan men de 
constructie voortzetten tot 2 m — i — 35, m — 18, dus n < 

18^ - 324. 

De volgende stap gaat dan tot 2m— i == 323, m — 162, 
dus n < 162^ enz. 


Het is tenslotte duidelijk, dat nu 



y 


pq 


lp en q geheel) kan worden geconstrueerd, waarmede de 
wortels uit alle rationale getallen gevonden zijn. 


§ 10. Directe constructie van a 2 en a 3 

Hoewel x = a n bepaald kan worden volgens XXVII als 
middelevenredige tussen a en a Vn, willen wij den lezer de 
elegante directe constructie van Mascheroni voor de gevallen 
n = 2 en n = 3 niet onthouden (Mascheroni-Carette, p. 172. 
Prob. 173). 

XXXIV. Constructie van x = aP^2, x = ai^3. 
Constructie: (fig. 26). Beschrijf cirkel O (a) = c^. Op de be¬ 
kende manier zet men af: 
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= BG = GD = a. De cirkels A (AG) en D (DB) snij¬ 
den elkaar in E. De cirkel E (a) snijdt c,. o.a. in F. Girkel F (ai 
snijdt, Cl o.a. in G. GH = a. ' 

De cirkels A (OE) en D (a) snijden elkaar in I. 

Beschrijf de cirkels D (OI) en F (OI) die elkaar snijden 
m K en L, en de cirkels H (a) en E (a) die elkaar snijden in 
M en N. 

Dan is MN = een KL = a^z. 


Bewijs: OE — AI — a.V 2; Dl = a. OI is de zwaartelijn 
uit I in A AID, dus: 

OP = 1 AP + 1 DP — 1 AD^ = 1 ah OI = 1 a 

In A OFE is OE = a V 2, OF = FE = a, dus Z. EOF = 
Z FOD = 45°. 

D F = de zijd e van de ingeschreven regelmatige achthoek = 
^ 2 —^ V 2. 

In de ruit DKFL is KL^ + FD^ = 4 KD^ dus: KL^ = 

4 OP—FD^ 
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KL^ = 2 a^—a" (2—v/ 2) = v/ 2. 
KL = a 2. 

Boog AH = i 8 o°—bg HG=bg GF—bg FD = i 
HOE = 75 °. 

EH^ = EO^ + OH"—2 EO. OH cos 75°. 

„ , l/ I + cos 150° 

EH" = 2 a" + a" — 2. a V2. a ^^ = 

a" V 27 -|V 2 - V''U= 3 a" V 2 (4 Vó - i- \ 2) = a" (4 
In de ruit HMEN is MN" = 4 HM"—EH" = 
(4—V3) == a" VT- 


5°, dus 

3 a" — 

-^ 3 )- 

4 a"— 


MN = u 3. 


IV. DE VERDELING VAN EEN 
CIRKELOMTREK IN EEN AANTAL 
GELIJKE BOGEN 


§ I. Inleiding 

Hoewel de behandeling in de voorgaande hoofdstukken 
ons volledig in staat stelt, om de cirkelomtrek met de passer 
alleen in een aantal gelijke bogen te verdelen in alle gevallen 
waarin deze constructie met passer en lineaal mogelijk is, 
willen wij in dit hoofdstuk nog even de bijzonder elegante 
speciale constructies van Mascheroni voor deze verdeling, 
of wat daarmede volkomen gelijkwaardig is, voor de inge¬ 
schreven regelmatige veelhoeken, de revue laten passeren. 

Het waren juist deze constructies, waarmede Mascheroni 
zijn onderzoek is begonnen. Uit het grote succes, dat hij 
hierbij wist te bereiken, putte hij de moed, om een algemene 
theorie van de constructies met de passer op te stellen, op een 
wijze zoals die in de voorafgaande hoofdstukken is geschetst. 

Na een algemene, meetkundige inleiding in het eerste boek, 
begint de behandeling van de eigenlijke meetkunde van de 
passer in het 2de boek van de ,,Geometria del compasso'', 
dat tot opschrift draagt: ,,Over de verdeling van de omtrek 
van de cirkel en van de cirkelbogen'\ 

In de volgende constructies zal men vele elementen aan¬ 
treffen, welke reeds in de constructies van de voorafgaande 
hoofdstukken bij herhaling zijn toegepast. Daarom zal de 
behandeling in dit hoofdstuk in het algemeen op meer be¬ 
knopte wijze geschieden, dan in de voorafgaande hoofd¬ 
stukken het geval was. 

§ 2. De verdeling van een cirkelomtrek in 2, 3, 4, 6, 
8, 12 en 24 gelijke bogen 

XXXV. De verdeling van een cirkel in 6, j en 2 gelijke delen 
Constructie: (fig. 27). 
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Beschrijf de cirkel O (OA). Zet hierop af: AB = BC — 
CD = DE = EF = OA. 

Dan is het bekend, dat al deze bogen 6o zijn. De cirkel 
is dus in 6 gelijke bogen verdeeld. Boog AC = boog CE — 
boog EA = 120°. Boog AD = boog DA = i8o . 


XXXVI. De verdeling van een 
Constructie: (fig. 27). 

Beschrijf de cirkels A (AC) 


cirkel in 4 en 12 gelijke delen. 
en D (BD), die elkaar in G 


snijden. ___ _ 

AC = AO. vy, dus OG = V AC^—AO^ = AOV2, 


ÓG is de zijde van de ingeschreven regelmatige vierhoek. 
Maak dus AH = AH^ = OG, dan is boog AH = boog 
HD = boog DH^ = boog ffA = 90°. 

Boog HB = 90° — boog AB = 30°. Dus boog HB = 1/12 

van de cirkelomtrek. 


XXXVII. De verdeling van een cirkel in 8 en 24 gelijke delen. 
Constructie: (fig. 27). 
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Beschrijf uit G de cirkel G (OA) die de cirkel O (OA) in 
K snijdt. 

In A GKO is: OK = GK = OA; GO = OA V 2, dus 
A GKO IS rechthoekig gelijkbenig: / KOG = boog KH = 
45° = 1/8 van de omtrek. 

Boog KB = bg KH~bg HB = 45°—30° = 15° =- 1/24 
van de omtrek, 

§ 3. De verdeling van een cirkelomtrek in i6 en 48 
gelijke delen 



XXXVIII. Constructie (fig. 28). 

A, B, C, D, G, H, K als in fig. 27. HL — AO. 
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l^eschrijf de cirkels A (GL) = Ci en D (GL) = C2, die 
elkaar in N snijden. 

De cirkel N (AO) = Cg snijdt de gegeven cirkel in P. 
Dan is boog AP = boog PK = cirkelomtrek = 22°3o'. 
Poog PL = 4*3 cirkelomtrek = 7°3o'. 

Inivijs 

Hoog AK = 45°, dus AK == zijde van de regelmatige inge- 

.clircven achthoek = AO'V'z —v 2. Dit volgt ook door 
loejiassing van de cosinusregel op A AOK. 

In /\ AON is AN = GL. In A GOL is ZO = 60°. __ 
Dus GL 2 =G 02 + 0 L 2 —2GO.OLcos6o°=AOH 3—v'2). 
In A AOk^is NO^ = AN^ — AO^ = GL^ — AO^ = 
AO^ (2 — V 2). __ 

Dus: ON = AK = AO V 2 — 

Hieruit volet, omdat PN = PO — OA — OK: 

A AKO ^ A NOP, dus Z NPO - 45^ Z PON - 67.°3o'. 
Z POA = boog AP = = -k cirkelomtrek. 

Boog PL — boogAL- 
boog AP =■-- 30°-22°3o' 
= 7°3o' = 4^3 cirkelomtrek. 


§ 4. De verdeling van 
een cirkelomtrek 
in 5, 10,15, 20, 60, 
120, en 240 ge¬ 
lijke delen 

XXXIX. De verdeling 
van een cirkel¬ 
omtrek in 5 en 
10 gelijke delen. 
Constructie: (fig. 29). 

A, B, C, D, G, H, 
L als in fig. 28. HL^ = 
HL - OA. 

De cirkels L (OG) 
=:Ci en (OG) = C2 snijden elkaar in R. 
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~ AS de zijde van de ingeschreven regelmatige 5-hoek. 
BgAS = 72°. 

OR = AW — de zijde van de ingeschreven regelmatige 10- 
hoek. Bg AW = 36°. 

Bewijs (vgl. XXVIII). 

In de ruit OLHL^ delen de diagonalen elkaar in X lood¬ 
recht middendoor. 

LR = OG = T V2, wanneer OA = r. LX = | r^/^ 
Dus XR —- VLR^—LX^ = V2r^—Jr^ = | rv"^ 

OR = XR — OX = è r (V 5 — i). 

Dus OR is de zijde van d e ingeschreven re gelmatige tienhoek. 

AR= VAO^+OR^ =r a/ i+t 10—2 V~^. 

Dus AR is de zijde van de ingeschreven regelmatige vijfhoek. 
XL. De verdeling van een cirkelomtrel in 15, 20, 60, 120 en 
24 gelijke delen. 

Constructie: (fig. 29). 

K, N, P als in fig. 28. AR - AS = ST. L P - LV. OR = 
AW; LU - KH. 

Dan is boog CT = cirkelomtrek, 

boog SH = 2~ö cirkelomtrek, 

boog TL^ = 3% cirkelomtrek, 

boog SU — yIö cirkelomtrek, 

boog VW~ 2^0 cirkelomtrek. 


Bewijs: Boog TD = 180° — 2.72° = 36°. 

Boog CD = 60^.DusboogCT —- 60° — 36° = 24°= 
cirkelomtrek. 

Boog CL^ = 30°. Dus boog TL^ = 30° — 24° = 
cirkelomtrek. 

Boog AU = boog AL + boog LU = boog AL + 
boog KH = 30° + 45 ° 75 °. 

Boog AS = 72°. Dus boog SU 75° — 72° = 3°=: 
i4ö* cirkelomtrek. 

Boog SH = boog AH-boog AS = 90° — 72° = 18° 
= cirkelomtrek. 

Boog WV = boog AV-boog AW boog AL + 
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Boog LP = 4^. cirkelomtrek = 7^30' (XXXVII). 
Dus boog WV - 7^30' — 6° - L30' = 
cirkelomtrek. 

§ 5. Andere verdelingen van de cirkelomtrek 

!c het voorgaande zijn alle constructies behandeld, welke 
M.iseheroni heeft gegeven om de cirkelomtrek op exacte wijze 
111 een aantal gelijke bogen te verdelen. 

Het is duidelijk, dat men de gevonden verdelingen wille¬ 
keurig voort kan zetten, door b.v. de gevonden bogen te 
h.alveren. (V). In het bijzonder zijn de zijden van de inge¬ 
schreven regelmatige n-hoek voor n = 3, 4, 5, 6, 8 en 10 ge¬ 
construeerd, zodat voor n < 10 alleen de zijde van de regel¬ 
matige zevenhoek en van de regelmatige negenhoek ont¬ 
breken. In het aanhangsel zullen wij bewijzen, dat de con¬ 
structie van de zijden van deze veelhoeken met passer en 
lineaal (dus ook met de passer alleen) onmogelijk is. Wij zullen 
echter in hoofdstuk VI (Benaderingsconstructies) zeer nauw¬ 
keurige benaderingsconstructies voor deze uitzonderings¬ 
gevallen geven. (VI § 6, § 7). 

Vlet de voorgaande constructies heeft Mascheroni zijn 
oorspronkelijke doel, de verdeling vkn de cirkelomtrek op 
exacte wijze in een zo groot mogelijk aantal gelijke delen te 
verdelen met de passer alleen, ruimschoots bereikt. Wij 
willen hierbij nog opmerken, dat Mascheroni in het 12de 
hoofdstuk van zijn boek, dat de benaderingsconstructies be¬ 
handelt, bijzonder nauwkeurige benaderingsconstructies geeft 
voor hoeken van 1° en talrijke onderdelen daarvan (Masche- 
roni-Carctte No 232—No 253), maar wij menen, met het 
voorgaande te kunnen volstaan. Het is duidelijk, dat een hoek 
van 1° niet exact kan worden geconstrueerd, daar de mogelijk¬ 
heid hiervan de exacte constructie van de regelmatige negen¬ 
hoek (middelpuntshoek = 40°) zou impliceren. 

Anderszijds zijn er nog tal van andere regelmatige veel¬ 
hoeken, waarvan de constructie met passer en lineaal (dus 
ook met de passer alleen) exact mogelijk is. Op 29 Maart 1796 
ontdekte de i8-jarige G. F. Gauss, dat alle regelmatige n- 
hoeken, waarvoor n een ondeelbaar getal van de gedaante 


Passermeetkunde 5 



66 


VERDELING VAN EEN CIRKELOMTREK 


I (k geheel) is, met passer en lineaal exact kunnen 
worden geconstrueerd. 

Voor k = o en I vinden wij de reeds bekende gevallen n = 
3 en n == 5. 

Voor k = 2 vinden wdj het nieuw^e resultaat van Gauss, 
de constructie van de regelmatige zeventienhoek. Ook k == 3 
(n = 257) en k = 4 (n = 65537) leveren construeerbare veel¬ 
hoeken, omdat de bijbehorende waarden van n ondeelbaar 
zijn. Voor k = 5 daarentegen vindt men: 

2^^ + I = 4294967297 = 641.670047 
dus deelbaar, zodat de (2^^ + i)-hoek niet met passer en 
lineaal kan worden geconstrueerd. 

Daar de theorie van de regelmatige zeventienhoek minder 
eenvoudig is dan die van de bovenbehandelde veelhoeken, 
willen v/ij deze constructie hier achterwege laten, maar in het 
aanhangelsel zullen wij een zo eenvoudig mogelijke behande¬ 
ling van deze theorie geven, vergezeld van een constructie 
van de regelmatige zeventienhoek met de passer alleen, van 
Gérard. 


* Gepubliceerd in i8oi in C. F Gauss: Disquisitiones Arithmeticae. Art. 365. (Gauss. Werke 
Bd. I). Een uitstekende behandeling van deze materie is te vinden bij F. Enriques, Fragen der 
Elementargeometrie II, Fünfter Artikel. Ueber die durch Quadratwurzeln losbaren algebraïschen 
Gleichungen und über die Konstruierbarkeit der regularen Polygone (F. Enriques), Sechster 
Artikel. Ueber die Konstruktionen des regularen Siebzehnecks. (E. Daniele). 



V. TOEPASSING VAN DE INVERSIE 


§ I. Inleiding 

De tot nu toe behandelde constructies van Mascheroni be¬ 
rusten op elementaire grondbeginselen. In 1890 heeft 
A. Adler in zijn artikel ,,Zur Theorie der Mascheronischen 
Konstruktionen'* (Wiener Berichte 99, 1890) de problemen 
van de meetkunde van de passer vanuit een hoger, meer 
algemeen gezichtspunt beschouwd. 

Hij maakt daarbij slechts gebruik van één transformatie 
uit de meetkunde, n.1. de inversie, waardoor alle constructie¬ 
problemen, welke neerkomen op het bepalen van snijpunten 
van rechte lijnen onderling, rechte lijnen en cirkels, en cirkels 
onderling, in één slag worden getransformeerd tot het be¬ 
palen van snijpunten van cirkels, waarmede dan meteen 
opnieuw het bewijs is geleverd, dat alle Euklidische construc¬ 
ties alleen met de passer kunnen worden uitgevoerd. Daar 
echter de theorie van de inversie in de meeste op de H.B.S. 
gebruikte leerboeken niet wordt behandeld, is het wellicht 
(liet ongewenst, eerst de weinige hoofdpunten van deze 
interessante transformatie, welke in het vervolg nodig zijn, 
hier op beknopte wijze te behandelen. Voor een volledige 
behandeling verwijzen wij o.m. naar: Prof. Dr F. Schuh, Leer¬ 
boek der Nieuwere Meetkunde van het vlak en van de ruimte, 
Noordhoff, 1938, § 300—§ 339. 

§ 2* Enkele hoofdpunten uit de theorie der inversie 

Wij denken ons in een plat vlak een punt O gegeven. Verder 
is gegeven een getal m =1= o. 

Bij ieder willekeurig punt P uit dat vlak kan nu een punt 
P^ op de rechte OP worden bepaald, dat voldoet aan 

OP. OPi = m 

Door deze bewerking wordt nu het punt P in het punt P^ 
getransformeerd. 
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Deze transformatie heet inversie. Het punt O heet het 
centrum van inversie, het getal m heet de macht der inversie, 
heet het beeld van P. 

Omgekeerd is P het beeld van P^. Wanneer P een figuur F 
doorloopt, zal P^ een figuur doorlopen. F^ heet het beeld 
of de inverse figuur van F, (die de oorspronkelijke figuur heet). 
Omgekeerd is de oorspronkelijke figuur F het beeld van Fh 

De macht der inversie m kan positief of negatief zijn. 

Als m positief is, liggen de punten P en P^ aan dezelfde 
zijde van O, 

Als m negatief is, liggen de punten P en P^ aan weerszijden 
van O. 

In het volgende zullen wij ons beperken tot het geval: m positief 

Wij kunnen dan stellen: m= r^, dus OP. OP^ = r^. 

Wanneer men vraagt naar de meetkundige plaats der 
punten P, welke samenvallen met hun beeld P^, dan is het 
duidelijk, dat deze meetkundige plaats wordt gevormd door 
de cirkel met het centrum O tot middelpunt, en r tot straal. 
Deze cirkel heet inversiecirkel; r heet de inversiestraal 

In plaats van: ,,inversie ten opzichte van O met macht r^'' 
zegt men wel: ,,inversie ten opzichte van de cirkel O (r).'' 

Van de inversie hebben wij in dit hoofdstuk slechts de 
volgende 4 eigenschappen nodig: 

Eigenschap i. Iedere rechte lijn door O wordt door de inversie 
in zichzelf getransformeerd. 

Het bewijs van deze eigenschap volgt onmiddellijk uit de 
boven gegeven definitie, daar de punten O, P en P^ op één 
rechte fijn zijn gelegen. 

Eigenschap 2. Iedere rechte lijn, die niet door O gaat, wordt 
door de inversie getransformeerd in een cirkel, die door O gaat, 
en waarvan de middellijn door O loodrecht op de gegeven rechte 
staat. 

Bewijs: (fig, 30). 

Laat O het centrum van inversie, en c de gegeven rechte 
voorstellen. 

Trek OA loodrecht op c. Wanneer A^ het beeld van A is, 
dan is OA. OA^ = r^. 
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1 



Laat B een willekeurig punt van c voorstellen, met het 
beeld Bh dus OB. OB^ = r" = OA. OAh Hieruit volgt: 
OA: OB = OBh OA^ 

dus: A OAB ^ A OBW, en Z. B^ = Z B = 90°. 

Waanneer B de rechte c doorloopt, zal het beeldpunt o 
de cirkel c^ met OA als middellijn doorlopen. 

Opmerking: Waanneer c de cirkel van inversie snijdt in 
punten P en Q, dan zijn van c^ reeds 3 punten, O, P en Q 
bekend. Hiervan kan bij de constructies van de inversie figuur 
van c dikwijls met vrucht gebruik worden gemaakt. 
Omgekeerd bewijst men gemakkelijk op analoge wijze. 

Eigenschap Iedere cirkel door O wordt door de inversie 
getransformeerd in een rechte^ die loodrecht staat op middellijn 
van de gegeven cirkel^ welke door O gaat. 

Opmerking: Wanneer de gegeven cirkel c (gaande door O) 
de cirkel van inversie snijdt in P en Q, dan gaat haar beeld, 
de rechte c^, door die punten, c^ is dan onmiddellijk bepaald. 

Eigenschap 4: Iedere cirkel, die niet door O gaat, wordt door 
inversie getransformeerd in een cirkel, welke met de oorspronke¬ 
lijke cirkel het punt O tot uitwendig gelijkvormigheidspunt bezit. 
Bewijs: (fig. 31). 





70 


TOEPASSING VAN DE INVERSIE 



Laat o het centrum van inversie, en c de gegeven cirkel 
voorstellen. 

Neem een willekeurig punt A op c. De rechte OA snijdt c 
voor de 2 e keer in B. 

Laat A^ het beeld van A bij de inversie t.o.v. O met de 
macht r^ voorstellen. 

Dus: 

OA. OAi - r^ 

Wanneer M het middelpunt van c voorstelt, en de rechte 
UM de cirkel c in D en C snijdt, terwijl de straal van c = R 
dan is: ' 

OA OB = OC. OD = (OM-R). (OM + R) = OM^-R^ (2). 
Uit (i) en (2) volgt: ’ 

OA^ r^ 

ÖB ^ ÖM^—R2 = constant, (3). 

Kies op OM het punt N, waarvoor geldt: 

ON __ r- O 

OM OM^—R2 

dan is N een vast punt, onafhankelijk van de ligging van A op c. 
Uit (3) en (4) volgt: 

OA^ ON 

TTr "" ?Tlü’ ^ OA^N A OBM, 


A^N // BM, en ^ = 


BM OM OM^—R2 
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r^R 

Dus: A^N OM^— constant. 

Wanneer A de cirkel c doorloopt, doorloopt dus A^ de 

r^ R 

cirkel met N tot middelpunt en A^N = straal. 

Daar A^N // BM loopt, is O het uitwendig gelijkyorinig- 

heidspunt van de cirkels c^ en c. De gelijkvormigheids- 

j.2 

factor bedraagt q^2_Z]^ 

Opmerkingen: i. Wanneer c de cirkel van inversie snijdt in 
P en Q, dan zal ook c^ door P en Q gaan. 

2. In het bovenstaande bewijs is aangenomen, 
dat O buiten de cirkel c is gelegen. De lezer 
voere het bewijs uit voor het geval, dat O 
binnen c ligt. 

§ 3. De hoofdconstructies van de inversie, uitgevoerd 
met de passer 

XLI. Het beeld van een gegeven punt P ten opzichte van een 
gegeven cirkel c te construeren. 



Constructie: (fig. 32). 

Laat cirkel O (r) = c de gegeven inversiecirkel zijn. P is 
het gegeven punt. 




72 


TOEPASSING VAN DE INVERSIE 


Wij beschouwepx.* 
T OP > -• 


Dan snijdt de cirkel P (OP) = Ci de cirkel c in de punten 
A en B. 

De cirkels A (r) = en B (r) = snijden elkaar in het ge- 
vraagde punt P^. 

Bewijs 

Men vindt in de voorgaande constructie de constructie der 

2 

3de evenredige bij OP en r terug (XII). Dan is OPi 
of OP. OP^ = r^. 

Het is verder duidelijk, dat, O, P^ en P op i rechte lijn 
zijn gelegen. 


2° OP < x. 

2 

Het is duidelijk, dat in dit geval de cirkel P (OP) = c^ de 
cirkel C2 niet snijdt. 

Men kan nu echter steeds een geheel getal k bepalen, zodat 

k. OP > — wordt. 

2 

Men construeert nu het punt Q op het verlengde van OP, 
zodat OQ = k. OP (II, XIIP). 

Volgens de voorgaande constructie kan dan worden 
bepaald, zodat 

.- 9 . 9 

OQi = 


OQ k. OP 

Construeert men dan P^ op het verlangde van OQh zodat 
OP^ = k. OQ^ = - Qp , dan is P^ het gezochte punt. 


XLII. Het beeld van een gegeven rechte lijn RS ten opzichte van 
een gegeven cirkel O (r) = c te construeren, als RS niet 
door O gaat. 

Constructie: (fig. 33). 
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I 



1°. Wij zullen aannemen, dat de afstand OH van O tot RS 
r . 

> — IS, 

4 

Bepaal op de bekende manier (IV) het punt M, dat symme¬ 
trisch ligt met O ten opzichte van RS, Bepaal volgens XLI 
het beeld van M ten opzichte van de inversiecirkel 
0 (r) == c, De cirkel (OM^) == is het beeld van de rechte 
RS bij inversie ten opzichte van c. 

Bewijs: OM = 2 OH, Wanneer H^ het beeld van H is bij 
inversie t,o,v, c, dan is OM^ = OH^. OH^ is de middellijn 
van het beeld C4 (Eigenschap 2), C4 gaat door O (Eig, 2), Dus 
het midden van 'OH^ is het middelpunt van het beeld 
van RS, en OM^ is de straal van het beeld. 


Opmerkingen: 1°, Omdat aangenomen is, dat OH > — is, zal 


OM zijn, De hulpcirkel M (MO) snijdt dus c, waardoor 

de constructie XLI kan worden uitgevoerd. 

Wanneer RS de cirkel c in D en E snijdt, dan gaat het 
beeld C4 door de 3 punten D, E en O, 
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2°. Wanneer OH < ^ is, dan is OM < ^ en de cirkel M (MO) 

zal c niet snijden. Men kan dan te werk gaan op analoge wijze 
als bij XLI, 2°. 


XLIII. Het middelpunt van het beeld van een gegeven 
cirkel (R) = y te bepalen bij inversie t.o.v. de cirkel 
O (r). 

Analyse: (fig. 34). 



Laat yi (middelpunt M^) het beeld van y zijn bij inversie 
t.o.v. cirkel O (r). 

Wanneer een lijn door O de cirkel y^ in snijdt, en de 
cirkel y in F en F^ snijdt, dan is F^M^ // FiQ, omdat O het 
uitwendig gelijkvormigheidspunt van y^ en y is (Eig. 4). 


Dus: A OF^M^ 
waaruit volgt: 


A OFi Q 
OF^ _ OMh 
OFi OQ 


(I) 


Wanneer M het beeld van M^ bij inversie t.o.v. O (r) is, 
dan is, wegens de inversie: 

OFh OF = OMh OM = r^. (2) 
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Uit (i) en (2) volgt; 

OF. OFi = OM.Oa 
of: OF ; OM = Oi.l : OF, 

m.a.w. A OFM A OOF, 
dus Z OMF = Z OFZi = Z FiFQ 

of; Z FMQ = Z OFi,i 

Hieruit volgt: A FMü A OFü. 
of: Mü ; Fi;2 = FQ ; Oo 

Oi?. MQ = FQ2 = R2. 

Dus M is het beeld van O bij inversie t.o.v. cirkel (R). 
Hieruit volgt de constructie. 

Constructie: Bepaal het beeld M van O bij inversie t.o.v. 
Q (R). (XLI) 

Bepaal het beeld van M bij inversie t.o.v. O (r). 
is het gezochte middelpunt van het beeld van y. 

Opmerking: Wil men de cirkel y^ bepalen, dan moet in het 
algemeen nog het beeld van een willekeurig punt P van y 
bij inversie t.o.v. cirkel O (r) volgens XL worden bepaald. 
Dan is (M^P^) = y^ het beeld van y. 

Wanneer de cirkels y en c elkaar snijden, dan zijn de snij¬ 
punten hun eigen beelden bij deze inversie. Dus y^ gaat ook 
door die snijpunten, en is onmiddellijk met behulp van 
te bepalen. 

§ 4. Tweede bewijs, dat alle constructies, welke met 
passer en lineaal kunnen worden uitgevoerd, ook 
met de passer alleen kunnen worden uitgevoerd 

Wij denken ons een willekeurige (p + 1 )-constructie uitge¬ 
voerd. 

Deze bestaat dan uit een aantal gegeven rechte lijnen (ieder 
door 2 punten bepaald), een aantal gegeven cirkels, snij¬ 
punten der rechte lijnen onderling, snijpunten der cirkels 
onderling, snijpunten van gegeven lijnen met gegeven cirkels. 
Door deze nieuw gevonden snijpunten worden weer rechte 
lijnen en cirkels gebracht, enz. 

Denken wij ons nu een punt O gekozen, dat niet is gelegen 
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Op I der gegeven of later geconstrueerde rechten of cirkels. 
Beschrijven wij nu met een willekeurige straal r een cirkel 
om O als middelpunt, dan zal door inversie ten opzichte van 
O (r) ieder der gebruikte rechte lijnen o vergaan in een cirkel, 
die kan worden geconstrueerd volgens XLII. 

Evenzo zal ieder der gebruikte cirkels overgaan in een 
cirkel, die kan worden geconstrueerd volgens XLIII. Daar¬ 
door wordt de gehele (p + l)-constructie omgezet in een 
zuivere p-constructie. 

De oorspronkelijk gevraagde punten P. . . . worden daarbij 
getransformeerd in beelden P^, die door zuivere passer- 
constructies kunnen worden bepaald. 

Transformeert men dus eerst alle gegeven constructie- 
elementen in cirkels, en voert men daarmede de gewenste 
constructies uit, dan leveren de beelden P van de bij die con¬ 
structies bepaalde punten P^ de oorspronkelijk gevraagde 
punten. 

Hiermede is opnieuw bewezen, dat iedere (p + l)-constructie 
alleen met de passer kan worden uitgevoerd. 

Tegelijk is hiermede een principieel eenvoudige en doel¬ 
matige algemene methode aangegeven om iedere (p +l)-con- 
structie met behulp van de passer alleen uit te voeren. 

§ 5* Toepassing op enkele reeds vroeger behandelde 
problemen 

Als voorbeeld van deze methode zullen wij nu eerst enkele 
reeds vroeger behandelde constructieproblemen opnieuw 
onder ogen zien. Daarbij zullen soms de vroeger min of meer 
kunstmatig en gezocht aandoende constructies op de meest 
natuurlijke wijze te voorschijn treden. Het succes van deze 
methode zal daarbij in zeer sterke mate afhankelijk blijken 
van een geschikte keuze van het inversiecentrum O en van 
de inversiestraal r. 

In de eerste plaats willen wij beschouwen: 

XIX^. Van een gegeven cirkelboog c = PQ het middelpunt te 
bepalen. 

Constructie: (hg. 35). Kies op de boog PQ = c een willekeurig 
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centrum van inversie A, en beschrijf met een willekeurige 
straal r de inversie-cirkel A (r) = Ci, die c in B en snijdt. 
(Het is daarbij gewenst, r zo groot mogelijk te kiezen). Door 

deze inversie wordt c ge¬ 
transformeerd in de rechte 
BBh 

Bepaal het punt C, sym¬ 
metrisch met A t.o.v. BB^. 
(IV). 

Volgens XLII is nu het 
heeld van C bij inversie t,o,v, 
cirkel Cl het gevraagde mid¬ 
delpunt M. Dit beeld wordt 
bepaald volgens XLI. 

De vergelijking van deze 
constructie met XIX doet 
zien, dat de uitvoering van 
XIX^ volkomen gelijk is aan 
die van XIX. 

Men zal echter moeten toe¬ 
stemmen, dat de laatst be¬ 
handelde constructie op volkomen natuurlijke systematische 
wijze te voorschijn komt, wat bij XIX niet bepaald het geval is. 

In de tweede plaats geven wij een andere constructie van het 
beroemde vraagstuk XX. 

XXh Het middelpunt te construeren van een cirkel, gaande door 
3 niet op een rechte lijn gelegen punten A, B en C. (fig. 36). 
Constructie: Kies B als centrum van inversie, en BA = r als 
straal van inversie. Construeer de inversie-cirkel B (r) == Ci. 
Bepaal het beeld van G bij inversie t.o.v. Ci. (XLI). 
De rechte AG^ is dan het beeld van de gevraagde cirkel 
door ABC bij inversie t.o.v. Ci. 

Bepaal het punt M^, dat symmetrisch ligt met B t.o.v. 
ACh (IV). 

is dan het beeld van het gevraagde middelpunt. (XLII). 
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Het beeld M van (XLI) is dus het gevraagde middelpunt. 

Deze constructie vereist in het eenvoudigste geval voor 
de bepaling van M 9 cirkels. 

Door toepassing van de inversie wordt hier dus een winst 
van I cirkel bereikt tegenover de constructie XX. 

Wij zouden nu den lezer kunnen aanraden, te trachten, alle 
tot nu toe behandelde constructies uit te voeren volgens de 
methode der inversie. Het zal daarbij echter blijken, dat in 
de meeste gevallen deze laatste constructies minder eenvoudig 
zulkn verlopen dan volgens de vroeger behandelde methodes. 

Dc inv0rsi6-constructies zullen vaak meer cirkels vereisen, 
maar ze vertonen het onmiskenbaar voordeel, dat ze op vol¬ 
komen systematische wijze kunnen worden opgebouwd. 
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zonder de kunstgrepen, welke in het voorafgaande gedeelte 
zulk een voorname rol hebben gespeeld. 

Het lijkt ons daarom niet noodzakelijk, nogmaals alle 
vroeger behandelde constructies de revue te laten passeren, 
en opnieuw uit te voeren volgens de methode van de inversie, 
maar we willen volstaan met de vermelding van de hoofd- 
constructie^ X, waarvan wij de uitvoering, na enkele korte 
aanwijzingen, aan den lezer ter oefening overlaten. 

X^. Het snijpunt te bepalen van 2 lijnen AB en CD, 
Aanwijzing: Kies O en r willekeurig, (bij voorkeur zo, dat de 
cirkel O (r) op het oog de lijnstukken AB en GD zal snijden). 
Dan zijn de beelden van AB en CD zeer gemakkelijk te 
construeren volgens XLII. Deze cirkels, die door O gaan, 
snijden elkaar bovendien nog in P. Het beeld van P (XLI) 
levert het gevraagde snijpunt. 

Het minimum aantal vereiste cirkels bedraagt hier 16, ter¬ 
wijl dit aantal bij X slechts 13 bedraagt. 

In tegenstelling van X is de laatste constructie echter alge¬ 
meen, en geldt evenzeer voor het geval, dat AB en CD elkaar 
loodrecht snijden. 

§ 6. Enkele nieuwe constructies. Ontoegankelijke 
punten 

Er bestaat een categorie van constructie-vragen van practisch 
belang, waarvoor de methode der inversie wel bijzonder aan¬ 
gewezen is. Dat zijn die problemen, waarbij punten in het 
spel komen, welke buiten het vlak van tekening vallen. Men 
kan n.1. door een geschikte inversie steeds bereiken, dat deze 
ontoegankelijke punten in toegankelijke punten worden afge- 
beeld. Als voorbeelden van deze gevallen kiezen wij de 
volgende 3 problemen. 

XLIV. Een gegeven punt P te verbinden met het snijpunt S van 
2 gegeven lijnstukken AB en CD, wanneer S buiten het 
beschikbare tekenvlak valt. 

Constructie: (hg. 37). 

Onder het tekenen van de verbindingslijn PS hebben wij in 
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de p-meetkunde natuurlijk te verstaan: het construeren van 
een willekeurig aantal punten van PS. Wij zullen daarom een 
toegankelijk punt X van PS construeren. 



Kies P als centrum van inversie, en beschrijf met wille¬ 
keurige straal r de inversiecirkel Ci, Qen R liggen symmetrisch 
met P t.o.v. AB en CD (IV). 

Bepaal de beelden en van Q en R bij inversie t.o.v. 
Cl (XLI). 

De cirkels (Q^P) en R^ (R^P) zijn de beelden van AB 
en GD (XLII), dus hun snijpunt X is het beeld van het on¬ 
toegankelijke punt S bij inversie t.o.v. Ci. 

Door r te laten variëren, kan men op deze wijze een wille¬ 
keurig aantal punten X op de verbindingslijn PS construeren. 
Het volkomen analoog verlopende probleem: 

XLV: Een gegeven punt P te verbinden met een van de snij¬ 
punten S van 2 gegeven cirkels, wanneer S buiten het 
tekenvlak valt. 
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laten wij ter oefening aan den lezer over. 

Als besluit beschouwen wij: 

XLVI. Met een gegeven punt P als middelpunt een cirkel te 
construeren, welke door een ontoegankelijk snijpunt S 
van 2 gegeven cirkels c en d gaat. 

Constructie: Noem de middelpunten van de gegeven cirkels 
c en d resp. C en D. 

Noem het 2e snijpunt van c en d Sj. 

a) . Wanneer de punten C, D, Si en het punt Pi, dat symme¬ 

trisch ligt miet P t.o.v. CD alle in het vlak van tekening 
liggen, 'dan ziet men onmiddellijk, dat PS = PiSi. Men 
bepaalt dus Pi volgens IV, en de cirkel P (PiSi) is de ge¬ 
vraagde cirkel. 

b) . Wanneer van de middelpunten C en D slechts één, b.v. 

C toegankelijk is, dan kan men eerst nog andere punten 
van CD als volgt bepalen. 

Construeer een tweede cirkel met C als middelpunt, welke 
d in P en Qsnijdt. 

Twee cirkels met gelijke (voldoend grote) straal R, met 
P en Q als middelpunt leveren snijpunten Xi en X2 op 
CD gelegen. Men bepale nu Pi symmietrisch met P t.o.v. 
CXi; verder als bij a). 

c) . Wanneer ten slotte Pi buiten het vlak van tekening valt, 

terwijl C en D erin vallen, dan neme men P als centrum 
van inversie; de inversiestraal r wordt willekeurig ge¬ 
kozen (bij voorkeur zo, dat de inversiecirkel de cirkels 
c en d beide snijdt). Men bepale volgens XLIII de beelden 
c^ en d^ van c en d. De cirkels c^ en d^ snijden elkaar in 
2 punten en Si^ welke de beelden zijn van S en Si. De 
cirkel P (PS^) is het beeld van de gevraagde cirkel. Kies 
op deze cirkel een willekeurig punt T, dat zo wordt ge¬ 
kozen, dat het beeld van T binnen het vlak van teke¬ 
ning valt. Dan is de cirkel P (PT^) de gevraagde cirkel. 


Passer meetkunde 6 
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§ !♦ Geschiedkundige opmerkingen 

Wij hebben reeds in de inleiding vermeld, dat de Griekse 
meetkundigen ten tijde van Plato (± 400 v. Chr.) op ver¬ 
scheiden constructie-problemen waren gestuit, welke weer¬ 
stand boden aan de meest hardnekkige pogingen, om deze 
met passer en lineaal tot een exacte oplossing te brengen. Het 
oudste authentieke bericht hierover kan men lezen in de 
volgende brief, in de 3e eeuw v. Chr. door den Grieksen meet¬ 
kundige Eratosthenes aan koning Ptolemaeus II gericht. 
Deze luidt * ** *** ) 

,,Eratosthenes groet den Koning Ptolemaeus.'' 

,,Er wordt verteld, dat een der oude treurspeldichters 
(Euripides?) Minos ten tonele had gevoerd, bezig een graf 
te doen delven voor Glaukos en dat Minos, toen hij be¬ 
merkte, dat dit graf aan alle kanten 100 voet lang was, gezegd 
had: ,,Voorwaar een kleine ruimte, welke Gij het graf van 
een koning hebt toegemeten; het moet dubbel zo groot zijn; 
behoudt de kubische vorm en verdubbel spoedig alle kanten 
van het graf." Nu is het duidelijk, dat hij zich vergist heeft. 
Want door verdubbeling van de zijden wordt een vlakke 
figuur viermaal zo groot, een ruimitefiguur ech\er achtmaal 
zo groot. Ook onder de meetkundigen evenwel werd de vraag 
gesteld, hoe men een willekeurig gegeven ruimtefiguur onder 
behoud van haar vorm zou kunnen verdubbelen. En dit vraag¬ 
stuk werd de verdubbeling van de kubus genoemd, omdat men 
probeerde een gegeven kubus te verdubbelen. 


* Zie Archimedis opera omnia cum commentariis Eutocii, ed. Heiberg, Leipzig i88r, 
3, p. 102—106. (Vgl. echter van der Waerden: Ontwakende Wetenschap. Groningen 1950, p. 180). 

** Koning van Kreta. 

*** Zoon van Minos. 
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Allen verkeerden lange tijd in verlegenheid, totdat het 
eerst Hippokrates van Chios ontdekte, dat de kubus ver¬ 
dubbeld zou zijn, wanneer men tussen twee rechte lijnen, 
waarvan de langste tweemaal zo lang is als de kortste, twee 
middelevenredigen met gelijke verhouding zou kunnen 
invoegen *); op deze wijze werd die verlegenheid in een niet 
mindere verlegenheid veranderd. 

Men vertelt verder, dat later de inwoners van Delos in 
dezelfde verlegenheid geraakten, toen ze door het orakel 
waren aangespoord om een bepaald altaar te verdubbelen, 

En er werden gezanten afgezonden naar de meetkundigen 
welke bij Plato in de Akademie woonden, met het verzoek 
om naar de gewenste oplossing te zoeken. Deze togen ijverig 
aan het werk, en probeerden tussen twee gegeven rechten 
twee middelevenredigen in te voegen, en Archytas van 
Tarente moet dit hebben klaargespeeld met behulp van halve 
cylinders, Eudoxus echter met behulp van kromme lijnen. 
Nu gelukte het aan allen, om het bewijs (de construc¬ 
tie?) te voltooien, maar de daadwerkelijke uitvoering en de 
toepassing voor de praktijk gelukte hen niet, behalve misschien 
Menaechmos, en dan nog met moeite. 

Hier hebben wij dus te maken met het probleem van de 
verdubbeling van de kubus, wat algebraïsch neerkomt op de 
bepaling van x uit de vergelijking van de derde graad: 

x^ = 2 a^. 

waaraan als enig bruikbare reële wortel voldoet: 

X — a 1^2. 

Wij zullen in het aanhangsel laten zien, dat de exacte con¬ 
structie van deze grootheid met passer en lineaal onmogelijk is. 
Wij gaan hier niet dieper in op de bespreking van de mogelijk¬ 
heid van deze constructie met behulp van meer ingewikkelde 
instrumenten, maar willen daarvoor verwijzen naar het reeds 
meermalen aangehaalde werk: ,,F. Enriques. Fragen der 
Elementargeometrie, Band II, Siebenter Artikel. Aufgaben 

* D.w.z. men moet bij de 2 gegeven lijnen a en 2a 2 lijnen x en y bepalen, welke voldoen 
aan de aaneengeschakelde evenredigheid: a :x = x :y = y : 2a, dus x^ — ay; y^-= 2ax. 
Hieruit volgt inderdaad: x^ = 2a®. 

* * Vandaar de naam „probleem van Delos'^ of „Delische probleem”, waarmede het vraagstuk 
van de verdubbeling van de kubus dikwijls wordt aangeduid. 
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dritten Grades: Verdopplung des Würfels, Dreiteilung des 
Winkels/' 

Van het tweede grote probleem der oudheid, de verdeling 
van een hoek in drie gelijke delen, zijn weliswaar geen authen¬ 
tieke berichten van zo hoge ouderdom voorhanden, maar er 
valt bijna niet aan te twijfelen, of ook dit probleem dateert 
reeds uit dezelfde tijd als dat van de verdubbeling der kubus. 

Wij zullen later aantonen, dat ook dit vraagstuk aanleiding 
geeft tot de oplossing van een vergelijking van de derde graad, 
waarvan zal worden aangetoond, dat de wortels onmogelijk 
te construeren zijn met behulp van passer en lineaal alleen 
(behoudens in uitzonderingsgevallen). 

Het oudste probleem, waarvan de oplossing met passer en 
lineaal tevergeefs is gezocht, is wel dat van de quadratuur van 
de cirkel, d.w.z. de constructie van een vierkant met dezelfde 
oppervlakte als die van een gegeven cirkel. 

Vrijwel gelijkwaardig van meetkundig standpunt is de vraag 
naar de constructie van een rechte lijn met dezelfde lengte 
als een gegeven cirkel, of de rectificatie van de cirkel, d.w.z. 
met de oplossing van het éne probleem zou ook die van het 
andere gevonden zijn. 

Voor de eerste maal wordt dit probleem reeds besproken 
in de Papyrus Rhind, welke i 2000 v. Chr. door den Egyp- 
tischen schrijver Ahmes is geschreven, en welke bewaard wordt 
in ,,the British Museum". 

Reeds omstreeks 400 v. Chr. was dit probleenKvdermate 
populair bij de Griekse meetkundigen, dat de blijspeldichter 
Aristophanes in zijn comedie ,,De Vogels" het probleem ten 
tonele voert als de nieuwste malligheid der wiskundigen. 

Wij gaan de talloze vergeefse pogingen tot constructieve 
oplossing van dit probleem met passer en lineaal stilzwijgend 
voorbij, om te vermelden, dat het eerst in de laatste tijd (1882) 
Lindemann is gelukt, te bewijzen, dat het zelfs onmogelijk is 
een algebraïsche vergelijking van willekeurig hoge graad met 
construeerbare coëfficiënten op te stellen, waardoor het 
probleem algebraïsch kan worden opgelost.Een constructie 

* De coëfFiciënten mogen zelfs, inplaats van „construeerbaar”, de wortels van algebraïsche 
vergelijkingen met gehele getallencoëfficiënten zijn. 
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met passer en lineaal, welke een tweedegraads-vergelijking 
zou vereisen, behoort dus geheel en al tot de onmogelijkheden. 

Daar dus van deze, en tal van andere hiermede samen¬ 
hangende problemen, zoals o.a. de constructie van de regel¬ 
matige zeven- en negen-hoek exacte passer- en lineaal-con¬ 
structies uitgesloten zijn, heeft men sedert lang gezocht naar 
constructies, die de oplossing van deze problemen met een 
meer of minder grote benadering leverden. 

Mascheroni heeft van het vraagstuk van de verdubbeling 
van de kubus een zeer eenvoudige en zeer nauwkeurige be- 
naderingsconstructie met behulp van de passer gegeven, 
(Mascheroni-Carette. p. 257, No 275) welke wij in XLVII 
zullen reproduceren. Voor het verdelen van een hoek in drie 
gelijke delen geeft hij echter geen enkele benaderingscon- 
structie. In § 4 (XLVIII) zullen wij een zeer eenvoudige en 
buitengewoon nauwkeurige benaderingsconstructie hiervan 
geven. De quadratuur- en rectificatievragen worden door 
Mascheroni uitvoerig behandeld (M.C. No 266—No 274). 

Wij zullen de meeste dezer eenvoudige en nauwkeurige 
passerconstructies hieronder mededelen, en er nog ver¬ 
schillende andere, van nog grotere nauwkeurigheid aan toe¬ 
voegen. Verder zullen wij ook nog benaderingsconstructies 
voor de regelmatige zevenhoek en de regelmatige negenhoek 
geven. Ook deze ontbreken bij Mascheroni. 

Voordat wij hiertoe overgaan, nog een belangrijke op¬ 
merking. Een benaderingsconstructie heeft alleen dan reden 
van bestaan, als tegelijkertijd de gemaakte fout nauwkeurig 
wordt aangegeven, of in elk geval een bovengrens van die 
fout kan worden bepaald. Mascheroni heeft dit in alle be¬ 
naderingsconstructies nauwlettend gedaan. Wij zullen ook 
overal de grootte van de fout bepalen, en dat is soms nog het 
zwaarste werk (zie het verdelen van een hoek in 3 gelijke 
delen). 

§ 2. Hulpconstructie van Mascheroni 

De volgende benaderingsconstructies komen alle hierop neer, 
dat de gevraagde grootheid wordt benaderd door een aggre¬ 
gaat van kwadraatwortelvormen, m.a.w. van met de passer 
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construeerbare grootheden. Bij de benaderingsconstructies 
van Mascheroni speelt in het bijzonder de uitdrukking 

b == a 3—2 V 2 sin a 

voor bepaalde construeerbare waarden van a een grote rol. 
Voor deze uitdrukking heeft Mascheroni de volgende een¬ 
voudige passerconstructie gegeven: (zie fig. 38). 



Stel OA a. Beschrijf cirkel O (a) — Ci. Bepaal op de be¬ 
kende wijze, door tussenkomst van de punten B en G het 
uiteinde D van de middellijn door A. 

Dan is DB = AC = aV3. 

Beschrijf de cirkels A (AC) — C2 en D (DB) — Cg die elkaar 
snijden in X. 

Dan is OX — a V 2. 

Stel dat P een punt op de omtrek van Ci is, zodat Z. AOP—a. 

Cirkel A (AP) snijdt Ci in Q. Dan is koorde PQ_L 0 A, en 
PQ = 2a sin a. 

In A OPX is: 
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PX^ = PO^ + OX^—2 PO. OX cos p ( Z. Z. POX == 

90°— Z a) _ 

of PX^ == a“ + 2 a^—2. a. a. V2. sin a. 

dus:_ 

PX = aV 3 — 2 V 2 . sin a. (A). 

Door geschikte keuze van construeerhare waarden van a 
slaagt Mascheroni er nu onmiddellijk in, om scherpe be- 
naderingsconstructies voor de verdubbeling van de kubus 
en de rectificatie van de cirkel af te leiden. 


§ 3, XLVli. Benaderingsconstrüctie voor de verdubbeling van 
de kubus. 

Wanneer men, met Mascheroni, kiest: 

a = 30° 

dan volgt uit (A): _ 

PX = a V 3—-- a V 1,5857864 == 1,2592801. a. 

De juiste waarde van de ribbe b, welke ontstaat door ver¬ 
dubbeling van de kubus met ribbe a bedraagt: 

b == a 2 = 1,2599210. a. 

Dus PX is een zeer sterke benadering voor de gevraagde ribbe b. 
b — PX = 0,0006409 a. 


Wanneer de rib- 
J / be a I meter be- 

Fig- 39 draagt, is dus de 

^ ^ gemaakte fout ter- 

\ N. nauwernoodèm.m.! 

/ benaderings- 

/ yA constructie van de 

l \ kubusverdubbeling 

o |A verloopt nu als volgt 

Construeer cirkel O (a) = Ci. Construeer B, C, D op de be¬ 
kende manier. 

Construeer de cirkels A (AC) = C5 en D (DB) = Cg, snij¬ 
punt X. 
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Construeer de cirkel A (OX) = c,, die Cj snijdt in M. 
De cirkel M (a) = Cg snijdt Cj nu in het gezochte punt P. 

Bewijs: OX = aV 2. = AM, dus M is het midden van 
boog AD. 

Boog AM = 90°. Boog XIP = 60°. Dus boog AP = « = 30°. 

§ 4. XLVIII. Benaderingsconstructie voor de verdeling van 
een gegeven cirkelboog AB in 3 gelijke delen 
(zie fig. 40). 



Een benaderingsconstructie voor de verdeling van een wille^ 
keurige cirkelboog (dus van een willekeurige hoek) in 3 gelijke 
delen is door Mascheroni niet gegeven. Een zeer nauwkeurige 
(P + l)-constructie voor dit probleem die wij voor enige jaren 
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hebben gegeven"^), kan op zeer eenvoudige wijze in een p- 
constructie worden omgezet, als volgt: 

Laat boog AB (middelpunt O) de te verdelen boog voor¬ 
stellen. Op de bekende wijze wordt nu de koorde AB 3 maal 
zo lang gemaakt, met behulp van de punten D en E. (II). 
Construeer de cirkels E (EA) = Ci en B (BE) = C2, die elkaar 
in F en G snijden. De cirkels F (FE) C3 en G (GE) = C4 
snijden elkaar in H (op DA), en het is volgens X VJJJ) duidelijk, 
dat AH = i AD - f AB. 

Ten slotte snijdt de cirkel H (AB) = C5 de gegeven boog 
c in X. 

Met zeer grote benadering is nu bgAX = i bg AB, 

§ 5. Bepaling van de gemaakte fout 

Deze bepaling kost veel moeite. Stel OA == K; L AOB = cc; L AOX = 
9; L XHA = (^. 

Trek XL ± HB, OK ± AB, XN X OK. Dan is L AOK = L KOB 

= L XON = - — <?. 

2 2 

Verder is het duidelijk, dat: 

AB = 2 R sin AH = i AB = i R sin 
2 332 

HX = AB = 2 R sin-, dus XL = HX sin ^ = 2Rsin- sin (3 (i) 
2 2 

Maar: 

XL = NK = NO—OK = R cos (-— 9) — R cos - (2) 

2 2 

Uit (i) en (2) volgt: 

2 R sin — sin [3 = R cos {- -9) — R cos — (3) 

222 

Verder is: 

HL — HX cos (3 = 2 R sin — cos [3 = HK—KL — HA -f- AK—XN 

2 

of: 

2 R sin — cos (3 = — R sin — — R sin ( — — 9 ) (4) 

2 3 2 \2 / 


* S. C. van Veen. Benaderde trisectie. Mathematica A. Jaargang VII, p. i. 
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Door quadrateren en optellen van (3) en (4) vindt men: 

4 sin^ — = cos^ — + — R^ sin^ — — 2 R^ cos — cos ( — — 9) 

2 292 22 

14 . a . cc 

— — R^ sin — sin (-9). 

9 22 

of: 

o == 2 + — sin^ — — cos (a—9) — cos 9 + — ! (cos (a—9) — cos 9 I 
92 3 ( I 

Deze laatste uitkomst kan gemakkelijk worden herleid tot: 

— 6 cos (a—9) + 15 cos 9 = 10 — cos a. (5) 

Wij stellen nu de gemaakte fout: 


waardoor (5) overgaat in: 


wat na elementaire uitwerking overgaat in: 

cos S I — 6 cos 3 a 4- 15 cos — | + sin S | 6 sin f a + 15 sin — | 

= 10 — cos a. 

Stellen wij hierin: 


10 — cos a. 


(5) 

= S 


( 6 ) 

1 

0 

11 

1 

- cos a. 




dus: 

5j I—z^ . . 2 Z 

cos o = -, sin o = - , 

I + Z^ I + z^ 

dan gaat deze uitdrukking over in: 

(i — z^) ^— 6 cos f a + 15 cos — j + 2 z ^6 sin f a + 15 sin — j 

— (10—cos oc) (i 4- z^) =0 
of: 

z^ (cos a 4- 6 cos f a—15 cos — — 10) 4- 2 z (ósin | a 4- 15 sin — 

3 \ 3 , 

4- (cos a—6 cos 1^4-15 cos-10) =0 (8 

3 
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In deze vierkants vergelijking kunnen de verschillende coëfficiënten 
nog sterk worden vereenvoudigd, in het bijzonder de bekende term: 


cos a 

Volgens bekende uitkomsten is: 


6 cos I a + 15 cos — — 10. 

3 


a a 

cos OC = 4 cos^ — — 3 cos —. 

3 3 

cos i OC = 2 cos^ — — I. 

3 


Dus: 


cos a — 6 cos f 0^ + 15 cos 


_ — 10 — 4 cos^ — — 12 cos^ — + 
3 3 3 


— 32 sin® 


a 


(9) 


OC OC 

+ 12 COS — — 4=4 (cos —— i)^ = 

3 3 

Wij kunnen zonder beperking a < 180° nemen. Immers de trisectie 

van OC levert ook die van 360°— oc, omdat met — ook 120°— — bekend is. 

3 3 

Dan is de absolute waarde van (9) < i. Op het klein worden van deze 
term berust het succes dezer methode. 

De coëfficiënt van z, n.L: 

2 ( 6 sin f a 4- 15 sin 


2 sin — 12 cos — + 15 ^ 


. oc/ ^ ^ I o ' 9^ 

6 sin — (9 — 8 sin^ —j = 12 sin ^ g" ^9 — ^ sin^ - 

Eindelijk wordt de coëfficiënt van z^: 


(10) 


cos a 4- 6 cos f oc — 15 cos 


10 = — cos oc 4- 6 cos f oc —15 cos- 


4 - 10—2 (10—cos oc) = 32 sin® ^—2(9 4- 2sin2 —j (volgens (9)) (ii) 


Daar voor o < oc < 180°: 

o < sin — < i, dus o < 32 sin® — < i 
6 o 

is deze coëfficiënt steeds begrepen tussen — 22 en — 17^. 
Stellen wij tenslotte: 


8 

a 

z = tg — 

2 

= 4 X sin — 

6 
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dan gaat vergelijking (8) wegens (9), (10) en (ii) over in: 

I 2 (9 + 2 sin^ —j — 32 sin® a | — 3 x cos ^(9 — 8 sin^ a) 


2 sin^ —= o 
6 

of: a — b X + c = o. 

waarin 17J < a < 22 


b - 3 cos ^(^9—8 sin^ > 3 * 3 * (9—2) =^1^31 (14) 


c = 2 sin^ — < 
6 

voor o < a < 180°. 

_ b zb V —4 ac _ _ 


2a(b =F Vb^—4ac/ b 


f b^ 


Volgens (14) is 




_LL_ < _L 

i • 441 30 


De wortel Xi == 


wijkt dus zeer weinig af van —. Deze uitkomst is gelegen tussen o en 

b 


2 sin^ — 

6 , I 

—-—, dus tussen o en - voor o < a < 180°. 

21 144 

2 

Dus de oplossing is altijd zeer klein. 

b b 

Daar Xi + X2 = — , zal X2 weinig verschillen van — , welke uitkomst 
a ■ a 

21 ^27 

volgens (14) steeds gelegen is tussen-den—V, of tussen o,'8 en i,6. 

44 17 -I 

Volgens (12) behoren hierbij de oplossingen van tg — , waarbij 

2 
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8 = — — 9 = verschil tussen de juiste waarde van — en de geconstru- 
3 3 

eerde waarde van 9. 

De laatste oplossing levert: 


tg — 4 sin —. X2 

2 6 

Dus 8, > 1 


^ ^ ^ j. ^ O O :fc\ 

4 — Sin—> 3,2 Sin— > tg—voora < 180 
a 6 6 6 


d.w.z. de geconstrueerde waarde van 9 valt buiten de hoek—, onder 
OA in hg. 40. 

Bij x.;>, resp, 8^ behoort dus het onderste snijpunt Y uit de tekening. 

Voor de andere waarde Xi geldt: 

^ 4c. oc 

Xt of tg ^ sin - 

b b 6 

wat een zeer klein bedrag is. Het bijbehorende punt valt dus binnen de 
boog AB, en komt dus overeen met het punt X, dat ons interesseert. 

Wij vinden dan met zeer grote benadering: 

sim — 

3 cos —(9 — 8 sin^—j 
In het hele gebied o < a < 180° is dus: 

3 I I 

tg - < — - = —r < 0,014 

2 61-^3. 7 126 


S < 36^ 

§ S 

Men kan dan zonder bezwaar in (15) tg — vervangen door — (in 

2 2 

radialen) en men vindt dan: 

• ^ ^ 
sim — 

.X ^ 16 6 


radialen. 


cos- (9—8 sin^ —) 
6 6 

wil zeggen ,,na genoeg” gelijk aan. 
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Hiermede is de volgende foutentabel berekend: 


a 

S 

a 

3 

— 9. 

0° 

0° 

0' 

0" 

30° 

0° 

0' 

0,6 " 

45 ° 

0° 

0' 

00 

60° 

0° 

0' 

20" 

90° 

0° 

2' 

36" 

120° 

0° 

11' 

19" 

150° 

0° 

41' 

30" 

180° 

1° 

34' 

5 " 


Uit deze tabel blijkt de buitengewone nauwkeurigheid der be- 
naderingsconstructie. 

In het bijzonder voor a < 90° voldoet de benadering aan de strengste 
practische eisen. 

Wanneer a > 180°, kan men bewijzen, dat de andere oplossing 
(punt Y in de constructie) een benaderde oplossing geeft, die echter 
tamelijk onnauwkeurig is. 

Men kan echter, ook voor willekeurig grote hogen a de benadering nog 
aanmerkelijk verscherpen, in verhand met het feit dat een hoog van 45"" 
exact in 3 gelijke delen van 15° kan worden verdeeld. 


Men kan n. 1 . schrijven: 

a = k. 45° + P (k geheel) 

waarin k. 45° het grootste veelvoud van 45° beneden a voorstelt. Dan 
is o < P < 45°. 


Dan moet alleen nog L P volgens de voorgaande constructie in 3 
gelijke delen worden verdeeld, waarbij de fout, volgens de tabel, minder 
dan 5" bedraagt. 


§ 6 * 

XLIX. Benaderingsconstructie van de regelmatige negenhoek. 

Tot de hoeken, welke niet exact met passer en lineaal in 3 
gelijke delen kunnen worden verdeeld, behoren de hoeken 
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van 6o° en 120° (zie Aanhangsel § 8). Daarom kan de regel¬ 
matige negenhoek niet exact worden geconstrueerd. Met 
behulp van constructie XLVIII kan door trisectie van een 
boog van 60° een zeer nauwkeurige benaderde waarde van 
een boog van 40° worden bepaald. In verband met de bij¬ 
zondere gegevens kan deze constructie nog in enkele details 
worden vereenvoudigd. 



De constructie verloopt als volgt: (zie fig. 41). 

Laat cirkel O (OA) = c de te verdelen cirkel voorstellen. 
Op de bekende wijze bepaald men AB == BC = CD = AE 
- OA. 

Beschrijf de cirkels A (AD) = Ci en B (BD) = C2, die 
elkaar in F snijden. 

De cirkels F (FA) = Cg en F (FF) = C4 snijden elkaar in 
G en H. 






96 


BENADERINGSGONSTRUGTIES 


De cirkels G (GF) = C5, en H (HF) = Cq snijden elkaar 
in K. 

De cirkel K (OA) = C7 snijdt c tussen A en E in punt X. 

Boog XE is met grote benadering een boog van 40°, dus koorde 
XE is bij benadering de zijde van de regelmatige negenhoek. 

Evenzo is bij AX ^ 20°, dus hoorde AX ^ de zijde van 
de regelmatige i8-hoek. 

Bewijs: Uit de constructie volgt, dat punt F symmetrisch 
ligt met D ten opzichte van AB. Dus A ABF ^ A ABD. 

AF = AD 2 AE, en AF ligt in het verlengde van AE. 

Nu is AK - i AF - f AE (volgens XVIII). 

Verder is volledig constructie XLVIII gevolgd, om de boog 
AE van 60° bij benadering in 3 gelijke delen te delen. 

Daar wij hierbij een boog van 60° approximatief in 3 gelijke 
delen hebben verdeeld is de gemaakte fout, volgens de tabel 
van § 6 20". 

Boog EX = 40"^ o' 20" 

Deze benadering zal toch voor alle practische doeleinden 
ruimschoots voldoende zijn. 

Na voltooiing der cirkelverdeling zal de fout slechts 3' 
bedragen, hoewel men natuurlijk in de gelegenheid is bij 
elke nieuwe boog van 120° de gemaakte fout te nivelleren. 

§ 7, L. Benaderingsconstructie van de regelmatige zevenhoek. 
Ook de regelmatige zeven-hoek behoort tot de veelhoeken 
waarvan de exacte constructie met passer en lineaal onmogelijk 
is. De volgende benaderingsconstructie is een onmiddellijke 
omzetting van een bekende (p + l)-constructie. Zij munt uit 
door eenvoud, en zal blijken, voor practisch gebruik nauw¬ 
keurig genoeg te zijn. 

Constructie van de zijde van de regelmatige zeven-hoek. (zie 
hg. 42). 

Laat cirkel O (OA) = c de te verdelen cirkel voorstellen. 
Bepaal op de bekende wijze met behulp van de punten B en C 
het uiteinde D van de middellijn AO. 

De cirkel A (OA) = Ci snijdt c in B en E. 

De cirkel D (DA) = C2 snijdt Ci in F en G. 
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De cirkels F (FA) = C3 
en G (GA) = C4 snijden 
elkaar in M. 

BM = ME is met grote 
benadering de zijde van de 
regelmatige zeven-hoek. 

Bewijs: Noem OA = R. 
Het is duidelijk, dat M het 
midden is van OA. (III). 

Dus B, M en E liggen op 
I rechte. BE=de zij de van 
de regelmatige A, in cir¬ 
kel c beschreven = R -y/S- 


Dus BM — ME ” — \/3 = 0,8660254 R. (i) 


Wanneer DH de ware lengte van Z7 voorstelt, dan is 
DOH = == 5 i''2S'42,86". 


Het is duidelijk, dat: DH = 2 R sin 
2 R sin 2S''42'si,43" 


DOH 


= 2 R. 0,43388375 - 0,867,7675 R (2) 

Uit (i) en (2) volgt: 


Z7—BM = 0,0017421 R. 

De relatieve fout is wel veel groter dan bij de regelmatige 

negenhoek, waar zij bedroeg, tegenover in dit geval 

maar deze constructie is toch nauwkeurig genoeg, en zeer 
eenvoudig. 

De benaderingsconstructies voor de regelmatige negen- en 
zeven-hoek ontbreken bij Mascheroni. 


Passer meetkunde 
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§ 8. Benaderingsconstructies voor de lengte van cirkel¬ 
bogen 

LI. Constructie van Mascheroni voor het vierde deel der cirkel¬ 
omtrek. 

Wij keren terug naar de hulpstelling van Mascheroni (§) 2 
en nemen hierin 

oc = 60°, sin ^ = 'h V 3 
waardoor P met B samenvalt in hg. 38. 

Volgens formule (A) in § 2 is dan 

BX - a Vs —V 6.' 

De constructie van Mascheroni voor i omtrek der cirkel 
is nu als volgt (hg 43). 



O (OA) = c is de gegeven cirkel. Construeer de punten B, 
G, D en X als in § 2. 

De cirkel B (BX) = Ci snijdt c in R. 

Dan is AR met grote benadering gelijk aan i omtrek cirkel c. 
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Bewijs: BX ~ BR = s, V 3 — \/ ^ = a. V 0.5505103 = 
0,7419638 a. 

Noem / BOR = 9. Dan is: 

BR = 2 a sin 0,7419638 a. 

sin 0.3709818 


1= 2i°46'34,3" 

9 = 43°33'9" 

Dus / AOR = 60° + (? = io3°33'9". 
AR = 2 a sin^ = 2 a sin 5i°46'34,3" 


--2 a. (0,7855998) 

De juiste waarde van J omtrek -= — 

2 

3,14159265 ^ 

- d 

2 


De fout bedraagt dus 


a 


1,5711996 


1,5707963 

0,0004033 


a 


a 


a 


Bij een cirkel van i m^ straal is de gemaakte fout 0,4 mm. 

Door een gelukkige combinatie van worteluitdrukkingen 
is Mascheroni er dus in geslaagd, een zeer nauwkeurige 
construeerbare benadering voor J deel van de cirkelomtrek 
te vinden. 

Men heeft later nog wel andere combinaties gevonden, die 
nog scherper benadering geven, en construeerb^aar zijn. Een 
bijzonder geslaagde combinatie is de volgende, omstreeks 
1914 gegeven door K. Hagge te Kolsnap (Noord-Sleeswijk). 


2 + 2 (V 7—V 3 + V 13—V 5) ^ 

— 2 + J (2,64575131 — 1,73205081 + 3,60555127 — 
2,23606798) 

— 2+1 (2,28318379)- — 3,14159190 ^ (l) 

wat slechts 0,00000075 verschilt van de nauwkeurige waarde 
van TT — 3,14159265! 

Maar Hagge deed meer. Hij gaf een eenvoudige, buiten¬ 
gewoon symmetrische (p + i)-constructie voor de boven¬ 
gegeven worteluitdrukking. 
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Wij zullen, in de volgende constructie deze methode over¬ 
brengen in de passermeetkunde. Deze constructie vereist 
daardoor wel veel cirkels, maar de symmetrie blijft behouden. 



LP. Scherpe benaderingsconstructie voor de halve cirkelomtrek 
(fig- 44 )- 

Laat cirkel A (AB) = A (r) = Ci de gegeven cirkel voorstellen. 

Construeer cirkel B (AB) = B (r) = Ca, die Cj snijdt in 
E en F. 

Cirkel E (r) snijdt Ci en C2 in Pj en P2. 

Cirkel F (r) snijdt Ci en C2 in Qi en Q2. 

De cirkels Qi (r) en Q2 (r) leveren de uiteinden C en D van 
de middellijnen BAC en ABD. 
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Construeer de cirkels E (EQi) — E (ar) = Cg en F (FPi) = 
F (ar) = C4, die elkaar snijden in H en K. 

De cirkels C (ar) = C5 en D (ar) = Cg snijden elkaar in Gi 

en G2. .. , 

De cirkels Gi (EF) = c^ en G2 (EF) = Cg snijden elkaar 

in L en N. 

De cirkel Gi (HL) = Cg snijdt C4 in Si en S2. 

De onderste boog S1S2 van C9 wordt met behulp van con¬ 
structie V middendoor gedeeld in Punt W. Evenzo de boog 
Q1Q2 van Cg in punt T (hierbij is nog de volgende vereen¬ 
voudiging toegepast. De cirkels C (r) en Pi (r) snijden elkaar 
in Xi, evenzo D (r) en P2 (r) in X2. De cirkels Xi (X1Q2) en 
X2 (X2Q1), snijden elkaar in Y. De cirkel Xi (EY), resp. 
X2 (EY) snijdt Cg in het midden T van boog Q1Q2. 

Bewijs dit, aan de hand van constructie V. 

Nu is TW = {2 + i (V? — Vs + a/i 3 VS)} ^ — 
3,14159190. r 

Dus TW stelt met zeer grote benadering de halve omtrek 
van Cl voor. 

Bewijs: Laat O het snijpunt van EF en AB voorstellen. 

DO - ^ r; DGi = a r; dus OGi - 7 VV- (0 

ET = a r; OE = i r Vs; d^s OT =: r (a —| V 3 )♦ _(2) 

GiW = HL = oh —OL = ]/ 4 r^ —j/sr"— 

7 (\/i3 —Vs) (3) 

Uit (i), (2) en (3) volgt: 

TW = GiW + OGi + OT = r{2 + h W 7 — V 3 + 
V13 —Vs}- w.t.b.w. 

LIL Constructie van een cirkelboog, waarvan de lengte met 
grote benadering gelijk is aan de straal, (fig. 45)- 
Laat O (OA) = O (r) = c de gegeven cirkel voorstellen. 
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Construeer op de bekende 
manier 

1° het uiteinde B van de 
middellijn AOB (II) 
2° het midden C vah 
boog AB (AD - DE 
- EB r) 

F is het snijpunt van 
B (BD) en A (AE). 
C is het snijpunt van 
^ A (OF) en B (OF). 
3^^ ADi == r. De cirkels 
D (OF) en Di (OF) 
snijden elkaar in G. 
4° De cirkel F (OF) snijdt 
c in H. 

5 ° CK - r. 

6 ° De cirkel K (GG) 
snijdt c in L. 

De boog LH is met grote benadering gelijk aan r. 

Bewijs: Volgens de constructie is bg KA ^ 30°. 

KL CG = = zijde van de regelmatige vijfhoek 

(XXXVIII). 
bg KL ^ 72". 

bg. HB - / HOB = 90°— / HOF - | / HFO. 
sin HB = sin MFO = = i (M is het midden 

van OH). 

Dus: 

bg HB = 20° 41' 17",33. 

Bg HL = bg BGA—bg HB—bg LK—bg KA = 180"— 
20°42'i7",33—72"—30° = S7°i7'43",67. 

De nauwkeurige waarde bedraagt = 57°i7'44",8i. 

De fout is dus iets meer dan i". 
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§ 9. Benaderingsconstructie voor de kwadratuur van 
de cirkel 

Dit klassieke probleem der oudheid is natuurlijk door de 
voorgaande constructies reeds met grote benadering opgelost. 
Wanneer n. 1 . de straal van de gegeven cirkel == r, en de zijde 
van het gevraagde vierkant, waarvan de oppervlakte gelijk 
is aan die van de gegeven cirkel = x, dan is: 

= TC r^, 

of: X is de middelevenredige tussen tc r en r. 

Met behulp van con¬ 
structie XXVII is X dus 
te bepalen uit r en de 
reeds met grote benade¬ 
ring gevonden waarde van 
TC r (L, LI). ^ 

Mascheroni geeft ech¬ 
ter de volgende directe 
benaderingsconstructie. 

(Mascheroni-Garette, 
p. 250, No 269). 

LUI. Benaderings¬ 
constructie van 
Mascheroni voor de 
kwadratuur van de 
cirkel, (fig. 46). 4 ^ 

Cirkel O (OA) = O (r) c is de gegeven cirkel. AB = BC = 
GD - r. 

Cirkel A (r) =- Ci en cirkel D (r) -= Ca snijden c in E en F. 

Cirkel B (BE) = Cg snijdt Ca in G; cirkel C (CF) = C4 snijdt 
Cl in H. C3 en C4 snijden elkaar in K. 

Maak AL - LM - OK; MN - GH. 

Dan is AN met grote benadering de zijde x van het vierkant 
met dezelfde oppervlakte als cirkel c. 
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Bewijs: BE = r V 3- 

Wanneer R het snijpunt van BC met het verlengde van OK 
voorstelt, dan is 


OR =-V3;inABKRisKR = VBK^-BR" = ]/ 3 


= 1 r V II- 


dus: 


OK = - (V II— a/3) = 0,7922870. r. 


In de gelijkbenige A ACH (CA ^ CH = r y 3) is 


1 r 

2 i 


cos CAH ^ /— 

r V 3 

sm CAH = i V 33 


= i^3- 


cos OAH = cos (CAH — 30°) = .1.^3. | ^-3 + 
i VSS’h = i + T 5 33- 


OQ = r — r cos OAH 


12 


(9— V'33)- 


HG = 2 OQ = t( 9— V33) = 0,5425729. r. 


4 

(i) 


(2) 


In A AOL is 
AL - 


z r sm 


AOL. 


Dus, in verband met (i), wegens AL = OK: 
. AOL 

sm - = 0,3961435 


2 

AOL ^ 
2 

boog AL = 

In A MON is 
MN 


23°2o'i4,3" 

hoog LM = 46°4o'28,6". 


2 r sm 


MON 


(3) 


2 



BENADERINGSCONSTRUCTIES 


05 


dus in verband met (2), wegens MN = HG: 

• mon 

sin —-- = 0,2712865 

2 

MON o , „ 

—^ = IS 44 27,0" 

boog MN = 3 i° 28 ' 54 .o" (4) 

Wegens (3) en (4) is: 

boog ALMN = 2. (46°4 o'28,6") + 3 i° 28 'S 4 .o" = 

i 24 ° 49 ' 5 i, 2 ". 

A. N 

AN = 2 r sin- = 2 r sin 62°24'ss,6" = 1,7726572 r. 

2 

terwijl de juiste waarde van x == r V ^ “ 1,7724537 r. 

De fout is dus = 0,0002035 r. 

§ 10. Benaderingsconstructie voor de kubatuur van de 
bol 

Tenslotte willen wij laten zien, hoe Mascheroni met grote 
benadering de ribbe van een kubus weet te construeren, 
waarvan de inhoud ge¬ 
lijk is aan die van een 
gegeven bol. 

Stelt men de ribbe 
van de gevraagde kubus 
= X, en de straal van 
de gegeven bol = r, 
dan moet dus: 

x^ ^ I tt r^ 
zijn, dus: 

x=r = i,6ii993r. 


LIV. Benaderingscon¬ 
structie voor de ribbe 
van een kubus met 
dezelfde inhoud als 
die van een gegeven 
bol. (fig. 47). 
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OA = r is de straal van de gegeven bol. Cirkel O (OA) === 
O (r) ^ c. 

AB - BC - CD - AE = r. De cirkels D (DE) = en 
A (AC) == C2 snijden elkaar in F. 

De cirkel F (r) C3 snijdt c in G; de cirkel E (r) == C4 
snijdt Cl in H. 

De cirkel C (CH) = C5 snijdt c in K. 

GK is met grote benadering de gezochte ribbe. 

Bewijs: Daar OF — r V 2 (XXXV), FG == r, is boog DG = 
45 °. 

Dus boog GC = 15°. 

A DEH is gelijkbenig. DE = DH == r V 3. 

Dus: cos DEH == - i V 3 ; sin DEH = i V 33. 

r V 3 

z CED - 3oZ_dus Z CEH =_Z DEH—30°. 
cos CEH = i V 3. I + i V33. I = I- + 13 V3”3. 


In A CEH is CE = 2 r; EH = r. Dus 

CH --- CK r 4 + I — 4 (i + Z2 V si) ^ r V 4— i V 33 
= r V 2,0851458. 

In A COK is 


dus 


CK = 2 r sin 


COK 

2 


sin 


COK 

2 


= V 2,0851458 


GOK 

2 


= 46° i 3' i 2, o " 


boog CK 92'^26'24 ,o". 

boog GK io7°26'24,o". 

GK = 2 r sin i07°26'24,o" == 1,6122694 r, 
wat slechts met een bedrag van 0,000276. r van de boven¬ 
genoemde nauwkeurige waarde afwijkt. 
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§ II. Naschrift 

Mascheroni geeft in het 12de hoofdstuk van zijn werk nog 
meerdere benaderingsconstructies, o.a. van de straal van een 
cirkel, waarvan de oppervlakte gelijk is aan die van een ge¬ 
geven vierkant; van de straal van een bol, waarvan de inhoud 
gelijk is aan die van een gegeven kubus; van de zijde van een 
kubus, die 3, 4, ... .7 maal zo grote inhoud heeft als een 
gegeven kubus, en tenslotte van de zijde van een kubus, 
waarvan de inhoud de helft is van die van een gegeven kubus. 

Hoewel al deze constructies, evenals de hierboven behan¬ 
delde, uitmunten door vernuft en nauwkeurigheid, en wel 
in zo sterke mate, dat ik bij herhaling in de verleiding kwam 
nog meer van deze constructies in dit boek te verwerken, 
heb ik gemeend, met de voorgaande constructies, voor zover 
het de passer-constructies in het platte vlak betreft, te kunnen 
volstaan in de hoop, dat de hier geboden bloemlezing reeds 
voldoende stof heeft geboden om bij den lezer die mate van 
bewondering voor het werk van Mascheroni te wekken, welke 
dit hoogst ingenieuze werk in zo ruime mate verdient. In 
het volgende hoofdstuk zal de passermeetkunde op het opper¬ 
vlak van een massieve bol worden behandeld. Dit onderwerp 
is door Mascheroni niet nader beschouwd. 



VIL PASSERCONSTRUCTIES OP DE 
OPPERVLAKTE VAN EEN MASSIEVE BOL 


§ I. Inleiding. Definitie kleine, grote en hoofd-pool- 
straal 

De voorgaande beschouwingen waren geheel gewijd aan de 
passerconstructies in het platte vlak. Het is daarbij gebleken, 
dat de lineaal een weliswaar zeer doelmatig, maar niet onont¬ 
beerlijk constructie-instrument is. 

Er bestaat echter een ander toepassingsgebied van meet¬ 
kundige constructies, waarbij de lineaal totaal onbruikbaar 
is, en waar men geheel is aangewezen op het gebruik van de 
passer. Dit gebied omvat de constructies op de oppervlakte van 
een massieve boL 

Deze laatstgenoemde categorie van constructies kan, in 
sterkere mate dan de p-constructies der vlakke meetkunde, 
met succes worden toegepast bij de behandeling van tal van 
problemen uit de praktijk. Wij willen hiervan o.m. als voor¬ 
beeld vermelden: 

1° de constructie van graad-netten op een boloppervlak. 

2° de constructie van de kortste verbindingsweg tussen 2 

plaatsen op de bol (groot-cirkel-varen). 

3° de constructie van het apex van de beweging der zon in 
de ruimte met behulp van de (parallactische) eigenbe¬ 
weging der vaste sterren. 

Men ziet hieruit, dat al deze en tal van andere constructies 
in de eerste plaats de constructie van grote cirkels op het 
boloppervlak vereisen, dus van cirkels wier vlak door het 
middelpunt van de bol gaat. 

Het is juist deze constructie, welke de grootste moeilijk¬ 
heid biedt. Is dit bezwaar eenmaal opgeheven, dan verlopen 
alle verdere constructies op de bol uiterst eenvoudig, in den 
regel veel eenvoudiger en directer dan de analoge passer- 
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constructies in het platte vlak. De uitvoering van de passer- 
constructies op de bol vertoont daarbij sterke overeenkomst 
met die van de overeenkomstige (p + l) constructies in het 
platte vlak. De rol van de rechte lijn (dus de lineaal) wordt bij 
de constructies op de bol overgenomen door de grote cirkel 
Wij denken ons in dit hoofdstuk een massieve bol gegeven, 
waarvan oorspronkelijk niets bekend is over de lengte van de 
straal De massieve bol wordt van zulk materiaal verondersteld, 


dat het mogelijk maakt, dat 
men er naar willekeur punten 
op kan aangeven en cirkels op 
kan trekken, met diepuntenals 
middelpunt, op de wijze zoals 
dat in fig, 48 is aangegeven. 

Er is daar een punt Pi aan¬ 
genomen op het bolopper- 
vlak. Met de passeropening 
Pi A is nu een kleine cirkel 
Cl op het boloppervlak ge¬ 
construeerd. 

Wanneer de passer daar¬ 
toe geschikt is (krombenige 
passer), kan deze zelfde cir¬ 
kel worden beschreven uit 



het middelpunt P2, dat dia¬ 
metraal tegenover Pi is ge¬ 
legen, met de passeropening 
P2A. 

Uit de stereometrie is bekend, dat de middellijn P1P2 van 


de bol loodrecht staat op het vlak van de kleine cirkel Ci. 
P1P2 snijdt het vlak van de cirkel Ci in het middelpunt N van 


cirkel Ci. 

De punten Pi en P2 worden de polen van de kleine cirkel 


Cl genoemd. 

De passeropening PiA (= de afstand van de pool Pi tot 
de punten van Ci) zullen wij de kleine poolstraal van Ci noemen. 
Evenzo noemen wij de passeropening P2A de grote pool¬ 


straal van Cl. 


I lO 
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Beide leveren wel dezelfde cirkel Ci, maar bij de practische 
uitvoering der constructies zal men in de regel slechts over 
I der punten P beschikken, terwijl het eenvoudiger is om 
met de kleine poolstraal dan met de grote poolstraal de con¬ 
structie van Cl uit te voeren. 

Daarom zal in het vervolg in de regel slechts gebruik worden 
gemaakt van de kleine poolstraal, en deze zal eenvoudig met 
de benaming ,,poolstraaV* worden aangeduid. Wordt in een 
exceptioneel geval de grote poolstraal gebruikt, dan zal dit 
uitdrukkelijk worden aangegeven. 

Het is duidelijk dat voor een grote cirkel, zoals C2 in de 
figuur, de beide poolstralen aan elkaar gelijk zijn. Beide zijn 
R\/2, waarin R de straal van de massieve bol voorstelt. 

Deze afstand R\/2, welke een hoofdrol in de volgende 
constructies speelt, en welke in de figuur door PiQ is aan¬ 
gegeven, zullen wij in het vervolg de ,,hoofdpoolstraaV* van 
de bol noemen, en steeds aangeven door R^- 

Het zal nu blijken, dat alle nader te behandelen constructies 
essentieel neerkomen op slechts één grondconstructie, n.1. 
de bepaling van de straal R van de massieve bol, en de daar¬ 
mede onmiddellijk^samenhangende lengte van de hoofdpool- 
straal Rp^ = R\/2* Deze constructie is voor een gegeven 
bol, waarop de verdere constructies moeten plaats vinden, 
natuurlijk slechts één keer nodig. Het lijkt ons niet wel 
mogelijk, deze constructie van R op de oppervlakte van de 
bol uit te voeren. 

Het is dan één keer nodig de daarvoor noodzakelijke con¬ 
structies in het platte vlak over te brengen. Dit kan als een 
schoonheidsfout voor deze constructies worden aangemerkt, 
maar daar staat tegenover, dat het hier slechts gaat over één 
aparte bewerking. Is deze ééns en voor altijd uitgevoerd, dan 
verlopen alle verdere constructies, zonder het oppervlak van 
de bol te verlaten. 

§ 2* De grondconstructie van de passermeetkunde op 
de bol 

LV. Constructie van de straal en de hoofdpoolstraal van een 
gegeven massieve bol. 
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Neem op de massieve bol een willekeurig punt Pi aan (fig. 48) 
en beschrijf met een willekeurige poolstraal g uit Pi als pool 
op de oppervlakte van de bol de cirkel Ci. 

Neem hierop een punt A aan, en beschrijf met A als pool 
en een willekeurige poolstraal een tweede cirkel, die Ci snijdt 
in B en C. 



Wij gaan nu over tot de constructie in het platte vlak, (fig. 49). 

Beschrijf uit een willekeurig punt A als middelpunt de 
cirkel A (AB) = c^o- Neem hierop een willekeurig punt B. 

Pas in fig. 48 de poolstraal BC af. 

Beschrijf in fig. 49 de cirkel met B als middelpunt en BC 
als straal, die c^o C snijdt. 

Wij hebben dan de vlakke A ABC gevonden, die congruent 
is met de driehoek ABC in fig. 48. 

Bepaal nu de omgeschreven cirkel van A ABC (fig. 49). 


I 12 
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Deze cirkel c\ zal dan congruent zijn met cirkel Ci uit 

fig. 48. 

Daar AB = AC, kan deze laatste constructie eenvoudig 
geschieden volgens XIX. 

Men vindt dan N als middelpunt van de cirkel Ci^, en Ci^ 
kan worden bepaald. Men bepaalt vervolgens het punt E op 
cirkel Ci^, diametraal tegenover A (II). 

Beschrijf uit A en E als middelpunt met de poolstraal 
G = PiA (zie fig. 48) als straal 2 cirkels die elkaar in Pi (fig. 
49) snijden. 

Dan is A PiAE (fig. 49) ^ A PiAE (fig. 48). 

De omgeschreven cirkel van A PiAE (fig. 49) is dan gelijk 
aan een grote cirkel van de gegeven bol. 

Daar PiA = PiE, kan het middelpunt M van deze cirkel c^2 
op eenvoudige wijze gevonden worden volgens XIX. 

M Pi = R is dan de straal van de gegeven massieve bol. 

Volgens de bekende methode van XXXVI wordt vervolgens 
de cirkel M (R) = c\ in 4 gelijke bogen verdeeld. 

Men vindt dan: 

PiF = Rh = hoofdpoolstr aal. 

Nadat nu Rh eens en voor altijd voor de gegeven massieve 
bol met behulp van p-constructies is bepaald, kunnen alle 
verder volgende constructies op het oppervlak van de bol 
worden uitgevoerd. 

Opmerking: Volgens de opmerking in XIX zullen de toege¬ 
paste constructies van de omgeschreven cirkels van de AA 
ABC en PiAE alleen dan zonder verdere complicaties ver¬ 
lopen, wanneer boog BAC en boog APiE ieder > S7°S5' 
zijn. Dus boog PiA en boog AB moeten > 28 °S 7 ' 3 o" zijn. 

Het is zeer eenvoudig op het oog een cirkel Ci te construeren 
op het oppervlak der bol, waarvoor boog PiA groot genoeg 
is, b.v. zh 4S°* 

Zorgt men evenzo, dat boog AB op Ci A 45° is, dan ver¬ 
lopen de uitgevoerde constructies onmiddellijk zonder verdere 
hulpconstructi es. 
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§ 3* De hoofdconstructies van de passermeetkunde op 
het boloppervlak 

Nadat nu van de bol de hoofdpoolstraal Rh is bepaald, ver¬ 
lopen de verdere constructies in de regel zo eenvoudig, dat 
het slechts bij uitzondering nodig zal zijn, een figuur daar¬ 
voor te geven. 

LVI. Van een gegeven pool de bijbehorende grote cirkel te 
construeren (fig. 48). 

Beschrijf uit Pi als pool met Rjj als poolstraal de gevraagde 
cirkel C2. 

LVIL Van een gegeven grote cirkel C2 de beide polen te bepalen. 
Neem óp C2 2 willekeurige (niet diametraal gelegen) punten 
Q en Q^. 

De grote cirkels met Q en als polen (en natuurlijk Rh 
als poolstralen) snijden elkaar in de gezochte polen Pi en P2. 

LVI 11 . Van een gegeven pool Pi de tegenpool te construeren. 
Bepaal de grote cirkel C2 welke bij Pi behoort (LVI). 

Bepaal de polen van C2 (LVII). Een dezer polen is Pi, de 
andere is de gevraagde tegenpool P2. 

Door 2 willekeurige niet diametraal gelegen punten op 
een boloppervlak, tezamen met het middelpunt M van de 
bol, is een plat vlak bepaald, dat de bol snijdt volgens een 
grote cirkel. Dus door 2 punten, die niet met M op één rechte 
lijn zijn gelegen, is een grote cirkel op het boloppervlak be¬ 
paald. 

LIX. De grote cirkel te construeren door 2 gegeven punten Q 
en Q^. 

De grote cirkels met Q en Q} als polen zullen elkaar in het 
algemeen snijden in de polen P^ en P2 van de gevraagde 
grote cirkel. 

Wanneer echter Q en diametraal zijn gelegen, da'fi 
zullen de beide grote cirkels met Q en als polen samen¬ 
vallen. Ieder punt van deze laatste cirkel is dan de pool 'van 
een grote cirkel door Q en Q^. S: - - ‘,r 
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Door 3 willekeurige punten op een boloppervlak is altijd een 
cirkel (in het algemeen een kleine cirkel) bepaald. 

LX. De cirkel te construeren door 3 gegeven punten A, B en C 
van het boloppervlak. 

Beschrijf met willekeurige poolstraal ? 2 cirkels met A en 
B als polen. 

Door s niet te klein te kiezen (b.v. g = AB) kan men er 
\ oor zorgen dat deze cirkels elkaar snijden in 2 punten S en T. 
S en T liggen dan evenver van A als van B. Ook M ligt even- 
ver van A als van B. Het vlak MST is dus de meetkundige 
plaats van de punten, evenver van A als van B verwijderd. 
Dit vlak snijdt de.boloppervlakte volgens een grote cirkel, 
bepaald door S en T die wij de y^middelloodlijn * van AB zullen 
noemen. Op dezelfde manier wordt de middelloodlijn van 
BC bepaald. Beide middelloodlijnen snijden elkaar in de 
polen P] en P2 van de gezochte cirkel door A, B en C. De 
cirkel met Pi (resp. P2) als pool en PiA (resp. P2A) als pool¬ 
straal is de gevraagde cirkel. Bij werkelijke uitvoering is het 
natuurlijk het eenvoudigste, de pool te kiezen, welke het 
dichtst bij A ligt. 


§ 4. Eenvoudige, veel voorkomende, constructies op 
het boloppervlak 

Tal van constructies op het boloppervlak zijn zo eenvoudig 
en verlopen zozeer analoog met die van het platte vlak, dat 
ze zonder bezwaar aan den lezer kunnen worden overgelaten, 
behoudens enkele kleine aanwijzingen: 

Zo o.a.: 

LXI. Na te gaan, of 3 punten A, B en C van het boloppervlak 
op een grote cirkel zijn gelegen. 

Bepaal de grote cirkel door A en B (LIX) en ga na of deze 
door C gaat. 

Als A en B diametraal zijn gelegen, dan liggen A, B en G 
steeds op een grote cirkel. 
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LXIL Door 3 gegeven punten B en C van een bol, en niet 
op een grote cirkel gelegen, de boldriehoek ABC te 
- brengen. (LIX). 

LXIIL Een gegeven hoek BAC op de bol middendoor te delen. 
Evenals in de planimetrie wordt een punt P van de deellijn 
bepaald. 

De grote cirkel AP (LIX) levert de gezochte deellijn. 

LXIV. Eén gegeven boog AB van een grote cirkel middendoor 
te delen. 

Bepaal de middelloodlijn van AB. (LX). 

LXV. In een gegeven punt P van een grote (kleine) cirkel de 
loodlijn op die cirkel op te richten. 

(De loodlijn is de grote cirkel door de polen van de gegeven 
grote (kleine) cirkel. Deze snijdt de gegeven grote (kleine) 
cirkel loodrecht). 

LXVI. Dit een gegeven punt P buiten een grote (kleine) cirkel 
de loodlijn op die cirkel neer te laten. 

Wanneer is dit vraagstuk onbepaald? 

LXVII. De ingeschreven cirkel en de aangeschreven cirkels van 
een gegeven boldriehoek te bepalen. (LXIII en LXVI). 

LXVIII. Het punt te bepalen, dat symmetrisch ligt met C 
t.o.v. een grote cirkel. 

Neem op de grote cirkel 2 willekeurige punten A en B. Het 
spiegelpunt is het 2e snijpunt van de cirkels met A en B 
als polen, en AC en BC als poolstralen. 

LXIX. Door een gegeven punt A van een grote cirkel Ci een 
grote cirkel te brengen, die met de eerste cirkel een ge¬ 
geven hoek maakt. 

Denken wij ons de hoek als hoek P van een boldriehoek 
PQR gegeven. 
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De grote cirkel C2, waarvan P de pool is, wordt door PQ 
in Qi en door PR in Ri gesneden. Bepaal de grote cirkel Cg, 
met A als pool, die Ci snijdt in S. / , • 

Construeer hierop een boog ST = Q,iRi (2 oplossingen 

voor T). 1 • 1 1 / 

De grote cirkel door A en T is de gevraagde cirkel (2 op¬ 
lossingen). 

Met behulp van deze eenvoudige constructies kunnen talrijke 
constructies van boldriehoeken worden uitgevoerd, o.a.: 

LXX. Een boldriehoek te construeren, waarvan de 3 zijden 
gegeven zijn, 

LXXL Een boldriehoek te construeren, waarvan 2 zijden en de 
ingesloten hoek gegeven zijn, 

LXXIL Een boldriehoek te construeren, waarvan 2 zijden en de 
hoek tegenover een van die zijden gegeven zijn, 

LXXIII. Een boldriehoek te construeren, waarvan i zijde en 
2 aanliggende hoeken gegeven zijn, 

§ 5* De pooldriehoek van een gegeven boldriehoek 

Laat op een boloppervlak de boldriehoek ABC zijn gegeven 

Wij*^^enken ons de omtrek van deze boldriehoek in de 
alfabethische richting A->B—>-C doorlopen. Bij elK der zijden 
behoren 2 polen. AA/y denken ons nu die pool gekozen, welke 
bij het doorlopen van de omtrek in de richting A— links 
ligt. Dan is de pool van AB het punt Ci, die van BC het punt 
Al, die van CA het punt Bj. De punten Ai, Bi en Ci vormen 
de hoekpunten van een boldriehoek, welke de pooldriehoek 
van A ABC wordt genoemd. 

In het vervolg worden voor de bogen AB, . . . ., AiBi, .... 
steeds die bogen gekozen, welke < 180° zijn. Men spreekt 
dan van een boldriehoek van Euler, 
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Wanneer het middelpunt van de bol is O, dan is OA _L OBi 
en OCi, terwijl A links van de (Euler-) boog ligt, 

m.a.w. A is de pool van BiQ. 

Omgekeerd is dus A ABC de pooldriehoek van A AiBiCi 

De 6 elementen van de boldriehoek ABC worden op de 
gebruikelijke manier als volgt voorgesteld: 

3 zijden: BC = a; GA = b; AB = c. 

3 hoeken: / GAB = K\ /_ ABC = B; / BCA = G. 



Evenzo bij de pooldriehoek: 

3 zijden: BiCi = ai; CiAi = bi; AiBi = Ci. 

3 hoeken: / CiAiBi = Ai; / AiBjCi = Bi; / BiCiAi=Gi. 

Trekken wij in het hoekpunt A de raaklijn AP aan AB en 
de raaklijn AQaan CA, beide in de omlooprichting, dan is: 
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AP en AQ _L OA, dus vlak PAQ _L OA. 

OBi en OCi J_ OA, dus vlak BiOCi _L OA. 

Hieruit volgt: vlak PAQ//vlak BiOCi. 

Verder is: BiO _L AQ, CiO _L AP, dus / BiOQ = 
Z QAP. 

Of: 

ai - i8o°—A. 

m.a.w.: de zijden van de pooldriehoek zijn de supplementen van 
de overeenkomstige hoeken van de oorspronkelijke boldriehoek. 

Uit het wederkerig verband tussen boldriehoek en pooldrie¬ 
hoek volgt dan: 

De zijden van de oorspronkelijke boldriehoek zijn de supple¬ 
menten van de overeenkomstige hoeken van de pooldriehoek. 

Een zijde van een pooldriehoek en een hoek van de oorspron¬ 
kelijke boldriehoek worden overeenkomstig genoemd, als het 
hoekpunt de pool van die zijde is. 

Zo zijn ai en A overeenkomstige elementen. Evenzo b en Bi. 

Talrijke constructies in verband met boldriehoeken kunnen 
zeer gemakkelijk worden uitgevoerd door overgang tot de 
pooldriehoeken. Men noemt dit procédé polarisatie. Als 
eenvoudige voorbeelden zijn te noemen: 

LXXIV. Een boldriehoek te construeren, waarvan i zijde, i 
aanliggende en i overstaande hoek gegeven zijn. 
Door polarisatie vindt men als gegeven van de pooldriehoek 
AiBiQ: 

I hoek, I aanliggende en i overstaande zijde, of: twee 
zijden en de hoek tegenover één van die zijden (LXXII). 

Bepaalt men vervolgens de pooldriehoek van A AiBiQ 
(LVII), dan vindt men de gevraagde boldriehoek ABC. 

LXXV. Een boldriehoek te construeren, waarvan de drie 
hoeken gegeven zijn. 

Door polarisatie wordt deze constructie herleid tot LXX. 
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§ 6. De poolcirkels van een gegeven cirkel 

Laat c een gegeven cirkel op de bol voorstellen, met P als 
pool'') (fig. 51). 

In de toepassingen zal c in de regel een kleine cirkel zijn, 
ofschoon de volgende redenering woordelijk blijft gelden 
voor een grote cirkel. Q stelt een willekeurig punt van c voor. 
Op de grote cirkel door Q en P neemt men de punten Qi en 
Q2 aan, zodat de bogen QQi en QQ2 beide = 90° zijn, terwijl 



P en aan dezelfde kant van Q zijn gelegen, terwijl P en Q2 
aan weerszijden van Q zijn gelegen. 

Noemt men boog PQ (= de sferische straal van c) = a, 
dan is bg PQi == go°—a en bg PQ2 == 90° + a. 

Qi Q2 polen van de grote cirkel Cg welke aan c 

raakt in X. 

* Wanneer over de pool van een kleine cirkel wordt gesproken, wordt hieronder stilzwijgend 
verstaan de pool, waarvoor de sferische straal < 90° is. 
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Wanneer Q de cirkel c doorloopt, doorloopt Qi een cirkel 
Cl met P als pool en met de sferische straal PQi == 90°—a, 
terwijl Q2 een cirkel Ca doorloopt met P als pool en met de 
sferische straal PQ2 == 90° + a. 

De cirkels Ci en Ca zullen wij resp. de eerste en tweede pool¬ 
cirkel van cirkel c noemen. Deze cirkels liggen symmetrisch 
t.o.v. de grote cirkel met P als pool. Het is duidelijk, dat 
omgekeerd c de eerste poolcirkel van Ci en de tweede pool¬ 
cirkel van Ca is. 

Wanrieer c een grote cirkel is, ontaarden de beide pool¬ 
cirkels in de polen van c. 

§ 7. Constructie van grote cirkels, welke aan kleine 
cirkels raken 

Definitie: Een grote cirkel van een boloppervlak, welke aan 
een cirkel c van dat boloppervlak raakt, heet raaklijn van 
cirkel c. 

Als c zelf een grote cirkel is, zal iedere raaklijn aan c met c 
samenvallen. 

De in § 6 gedefinieerde poolcirkels kunnen worden ge¬ 
bruikt voor de constructie van raaklijnen aan kleine cirkels, 
b.v.: 

LXXVI. Uit een gegeven punt P van een boloppervlak de raak¬ 
lijnen te construeren aan een gegeven cirkel c van dat 
boloppervlak. 

Constructie: Construeer de beide poolcirkels Ci en Ca van 
cirkel Cg volgens § 6 (fig. 52). 

■ Construeer uit P als pool met Rh als poolstraal de grote 
cirkel Cg. Wanneer Cg de cirkels Ci en Ca resp. in Qi, Rj en 
Qa, R2 snijdt, dan zijn deze 4 punten de polen der gezochte 
raaklijnen, welke dus hierdoor zijn bepaald. 

Opmerkingen: 

i). Daar Ci en Ca symmetrisch liggen t.o.v. de grote cirkel 
met dezelfde polen als c, zullen de punten Ri en Qa, en 
evenzo Ra en Qi, diametraal gelegen zijn. Daarom leveren 
Ri en Qa dezelfde raaklijn; evenzo Ra en Qi. 
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Er zijn dus hoogstens 2 raaklijnen uit P aan cirkel c te 
construeren. 

2). Wanneer P /^binnen'' cirkel c is: gelegen (d.w.z. 
wanneer de kleine poolstraal van cirkel c groter is dan de 
afstand van P tot de pool A van cirkel c), dan zal de cirkel C3 
geheel gelegen zijn binnen de strook begrensd door Ci en C2. 
Dan ontbreken de snijpunten Qi, Ri en Q2, R2. Dan zijn er 
geen raaklijnen uit P aan c te trekken. Ligt P op c, dan is 



natuurlijk de grote cirkel door P welke raakt aan c de enige 
oplossing. De pool hiervan is gemakkelijk te bepalen. 

Ligt P ,,buiten'' c, maar ook ,,buiten" de cirkel c^ met 
de tegenpool als middelpunt en dezelfde kleine poolstraal 
als c, dan zijn er 2 oplossingen. 

Bewijs: Het bewijs volgt onmiddellijk uit de beschouwingen 
van § 6. Immers is o.a. Qi de pool van een grote cirkel welke 
aan c raakt, en door P gaat. 
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LXXVII. De gemeenschappelijke raaklijnen aan 2 gegeven 
cirkels c en d op een boloppervlak te bepalen. 
Constructie: Bepaal volgens § 6 de beide poolcirkels Ci en 
C2 van c, evenzo de poolcirkels di en d2 van d. 

De snijpunten van Ci en C2 met di en dp leveren de polen 
van de gevraagde raaklijnen. 

Bewijs: Volgt onmiddellijk uit § 6. 

§ 8* Eigenschap van de middens van de zijden van een 
boldriehoek 

Stelling: (fig. 53). Wanneer ABC een gegeven boldriehoek is, 
met Bi en Ai als middens van de zijden AC en BC, dan zal 
de grote cirkel door Ai en Bi de grote cirkel door A en B 
snijden in 2 punten, die eikaars tegenpolen zijn, terwijl boog 
APi bg BPp. 


c 



Bewijs: 

Twee grote cirkels, zoals de grote cirkels door AiBien 
door AB snijden elkaar steeds in 2 tegenpolen Pi en Pp. 

Laat*^uit A, B en C de loodlijnen AQ, BR en CS neer op 
de grote cirkel door Ai Bi. 

Dan is A AQBi ^ CSBi. (ABi = BiC; / ABiQ = 

Z CBiS; / AQBi = / CSBi — 90°)* 

Hieruit volgt: AQ = CS (i) 

Op gelijke wijze vindt men: A CS Ai ^ A BRAi, dus: 
BR - CS (2) 
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Uit (i) en (2) volgt: AQ = BR. 

Verder is: Z Pi ^ Z P2- 

Z Q - Z R 90 Z 

dus A APiQ ^ A BP2R., 

waaruit volgt: boog APi = boog BP2. w.t.b.w. 

Met behulp van deze stelling kan onmiddellijk de volgende 
constructie worden uitgevoerd: 

LXXVIIL Een boldriehoek te construeren, waarvan de middens 
der drie zijden gegeven zijn. 

Constructie (vgl. fig. 53). 

Laten Ai, B^ en Ci de middens van de 3 zijden zijn. Bepaal 
de grote cirkel C2 door Ai en Bi, (LIX). Bepaal de grote 
cirkel met Q als pool (LVI). 

Deze snijdt C2 in Pi en P2. De grote cirkel Ci door Ci en Pi 
(of door Cl en P2) levert de cirkel waarop de zijde AB ligt. 
Op gelijke wijze kan men de grote cirkels bepalen, waarop 
AC en BC zijn gelegen. Hiermede is de boldriehoek ABC 
bepaald. 

§ 9. De meetkundige plaats van xie toppen van boldrie- 
hoeken met gegeven basis en gegeven oppervlakte 

Laat ABC een willekeurige boldriehoek voorstellen, welke 
beschreven is in de kleine cirkel c, met pool P. Dan is: 

/ PAB - Z PBA; 

Z PAC = Z A — Z PAB - Z ACP; 

Z PBC - Z B — Z PBA ^ Z PCB; 

Z A + Z B^2. Z PAB = Z C. 

Z PAB - Z PBA = Z A + Z B— Z C. 

2 

Laten Ai en Bi diametraal tegenover A en B zijn gelegen. 
Beschouw de boldriehoek AiBiC met de omgeschreven 
cirkel Ci, welke Pi tot pool heeft (fig. 54). 

Men overtuigt zich onmiddellijk van het volgende verband 
tussen de hoeken van A ABC en die van A AiBiC. 



124 


PASSERGONSTRUCTIES OPPERVLAKTE MASSIEVE BOL 


/ CAiBi - i8o° — Z CAB; 

Z CBiAi - i8o° — Z CBA; 

Z AiCBt - Z ACB. 

Men vindt nu op analoge wijze als boven: 

z PiAiBi Z PiBiA^ 

_ 36 o°-(ZA + ZB + ZQ _ i8o° -E 

“2 2 ' 

waarin E het sferisch exces (=ZA + ZB + ZC! — 180) 
van A ABC voor stelt. 



Wanneer het punt C zich verplaatst over de omtrek van 

cirkel Ci, blijft Z PiAiBi Z PiBiAi = — —^onveranderd. 

2 

Dus ook het sferisch exces blijft dan constant. 

Daar nu de oppervlakte van A ABC = -—— (R — 

I oO 

straal der bol), zal ook de oppervlakte van A ABC onver¬ 
anderd blijven, als C omtrek van cirkel Ci doorloopt. 
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Hieruit volgt de stelling: 

De meetkundige plaats van de toppen van de boldriehoeken, 
die dezelfde basis en gelijk oppervlak hebben, is een kleine cirkel, 
die door de punten gaat, welke diametraal tegenover de uiteinden 
van de basis liggen. 

Deze kleine cirkel, gaande door Ai, Bi en C draagt naar 
haar ontdekker de naam van ,,de cirkel van LexelV'^), 

Met behulp van deze meetkundige .plaats kunnen nu tal 
van constructies op het boloppervlak worden uitgevoerd, 
waarbij de oppervlakte van een boldriehoek een rol speelt. 
Wij willen als voorbeeld hiervan noemen: 

LXXIX. Door een punt P van de zijde BC van een gegeven 
boldriehoek ABC een grote cirkel te construeren, welke 
het verlengde van AC in Q snijdt, zodat 
opp, A PQC — opp, A ABC, 

§ 10. Constructie van de hoekpunten van de 5 regel¬ 
matige veel vlakken 

Een van de belangrijkste toepassingen van de meetkunde 
van de passer op het boloppervlak is wel de constructie van 
de hoekpunten van de vijf ingeschreven regelmatige veel- 
vlakken. Het opmerkenswaardige bij de volgende eenvoudige 
constructiemethode is, dat er niets bij gerekend behoeft te 
worden, en dat daarbij geen gebruik wordt gemaakt van de 
uitdrukkingen van de ribben der veelvlakken in R. 

Wij beginnen met de figuur, waarvan de hoekpunten het 
eenvoudigst te construeren zijn: het regelmatig achtvlak of 
octaëder, 

LXXX. De hoekpunten van een ingeschreven octaëder op het 
boloppervlak te construeren. 

Constructie: (fig. 55). Beschrijf uit een willekeurige pool Oi 
met Rh als poolstraal de grote cirkel c. Kies hierop een 
willekeurig punt O3 en pas vanuit O3 de hoofdpoolstraal Rh 
op c af; men vindt dan O4, O5 en Oq, 

* Lexell, Acta Petropolitana, 1781, I, p. 112. 
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De grote cirkels met O3 en O4 als polen (en eo ipso Rh als 
poolstraal) snijden elkaar in Oi en O2. Hiermede zijn de 6 
hoekpunten van het regelmatig achtvlak bepaald. 

Van het regelmatig achtvlak komt men onmiddellijk door 
polarisatie tot het regelmatige veelvlak met 8 hoekpunten, 
het regelmatig zes-vlak of hexaeder (kubus). 

LXXXI. De hoekpunten van een ingeschreven hexaeder op het 
boloppervlak te construeren. 

Constructie: (fig. 56). Hierbij wordt uitgegaan van het inge¬ 
schreven regelmatige achtvlak, dat in LXXX is geconstrueerd. 
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Van iedere driehoek van= dit achtvlak wordt de pool van de 
omgeschreven cirkel bepaald. (LX). 

Zo vindt men bij A O1O4O5 de pool Hg. Het is duidelijk 
dat men na bepaling van H2 de verdere polen (= hoekpunten 
kubus) onmiddellijk vindt door de opmerking: H1O4 = 
HiOi = H2O4 enz. 

Tegelijk zijn hiermede ook de hoekpunten van een inge¬ 
schreven regelmatig viervlak bepaald. 

LXXXII. De hoekpunten van een ingeschreven tetraeder op 
het boloppervlak te construeren. 
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Pig- 57 

Constructie: (fig. 57). Hierbij wordt uitgegaan van de inge¬ 
schreven kubus, welke in LXXXI is geconstrueerd. Het is 
onmiddellijk duidelijk, dat o.a. de punten H^^ H4, Hg en H7 
de hoekpunten van een ingeschreven tetraeder vormen. 

Ook het regelmatig twaalfvlak of dodekaeder kan worden 
geconstrueerd met behulp van de kubus uit LXXXI, op 
grond van de volgende eenvoudige stelling: 

Stelling: Laat in fig. 58 het veelvlak Di .... DjaHj. ... Hg 
een regelmatig twaalfvlak voorstellen. Dan kunnen uit de 
20 hoekpunten 8 hoekpunten worden aangewezen, welke 
tegelijk de hoekpuriten van een kubus vormen. (In onze fig. 
zijn dit o.a. de hoekpunten Hi. . . .Hg). 
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Bewijs: D3D4 maakt gelijke hoeken met D3H1 en D3H2. 
Verder is D3H1 — D3H2. 

Dus D3D4 is gelegen in het vlak, dat H1H2 loodrecht 
middendoor deelt: 

of D3D4 ± H,H,. 

In de regelmatige vijfhoek D3D4H6D5H2 is H2H6 // D3D4. 
Dus: 

H 2 He d- H1H2 

analoog: H1H5 ± H1H2 

Evenzo bewijst men: H2Hg JL HgHg enz. 

Daar tenslotte alle ribben van het zes-vlak Hi. . . .Hg gelijk 

zijn aan de diagonalen van de zijvlakken van het regelmatige 


Passermeetkunde 9 
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twaalfvlak, (dus alle ribben van H1....H8 zijn gelijk) is 
Hl.. , .Hg een kubus. 

Vraag: Op hoeveel manieren kui^nen 8 kubus-hoekpunten 
uit de 20 hoekpunten van het regelmatige twaalfvlak worden 
gekozen? 

Merken wij ten slotte op, dat b.v. H1D2 = H1H2 = diago¬ 
naal van de regelmatige vijfhoek H1D3H2D2D1, dan volgt 
uit de voorgaande stelling onmiddellijk de gevraagde con¬ 
structie: 

LXXXIII. De hoekpunten van een ingeschreven dodekaeder 
op het boloppervlak te construeren. 

Constructie (fig. 58). Hierbij wordt uitgegaan van de inge¬ 
schreven kubus, welke in LXXXI is geconstrueerd. Dit is 
de figuur Hi.. .. Hg. 

Wegens H1D2 = H1D4 = H1D9 = H1H2 liggen de zes 
punten H2H4H5D2D9D4 op een kleine cirkel met Hi als pool 
en H1H2 als poolstraal. Beschrijf dus uit de hoekpunten van 
de kubus als polen met de ribbe van de kubus als poolstraal 
kleine cirkels, dan snijden deze elkaar o.a. in de verdere hoek¬ 
punten Dl... . Di 2. (b.v. de cirkels uit Hi en H4 als polen 
leveren als snijpunt o.a. het punt D2; terwijl Di ontstaat als 
snijpunt van de cirkels met H2 en H3 als polen). 

Tenslotte gaat het regelmatige 12-vlak door polarisatie over 
in een regelmatig veelvlak met 12 hoekpunten, d.i, het regel¬ 
matig twintigvlak of ikosaeder. Hieruit volgt onmiddellijk de 
laatste constructie: 

LXXXIV: De hoekpunten van een ingeschreven ikosaeder op 
het boloppervlak te construeren. 

Constructie: (fig. 59). Hierbij wordt uitgegaan van het inge¬ 
schreven regelmatige twaalfvlak, dat in LXXXIII is ge¬ 
construeerd. 

Van het zijvlak D2D1H3D7H4 wordt de pool Ii bepaald. (LX) 

Dan zijn onmiddellijk de verdere hoekpunten van het 20- 
vlak te vinden. 
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59 


: Ii, I2 en Ig liggen op de kleine cirkel met Di als pool 
en DJi als poolstraal. Verder liggen I2, Ig en op de kleine 
cirkel met Hi als pool en H1I2 = Dili als poolstraal. Nadat 
dus IS bepaald, worden de overige hoekpunten onmiddellijk 
gevonden als snijpunten van kleine cirkels met gelijke pool¬ 
straal, welke de hoekpunten van het regelmatig twaalfvlak 
tot polen hebben. 

§ II. Naschrift 

Er zouden nog tal van interessante constructies op het bol- 
oppervlak kunnen worden aangegeven, maar wij menen met 
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de voorgaande, welke wel de meest algemene en de voor¬ 
naamste zijn, te kunnen volstaan. Wij raden den lezer aan, 
zijn krachten te beproeven op ingewikkelde en omvangrijke 
constructies op het boloppervlak^, zoals o.a.: 

het raakprobleem van Apollonius op het holoppervlak. 

Dit kan op analoge wijze worden behandeld als in het platte 

vlak. • 1 • • j 

Een uitvoerige verzameling van oefenmateriaal is te vinden 
in de vraagstukken van de ,,Meetkunde op den hoV* § 410 
§ 427 in het ,,Leerboek der nieuwere meetkunde van het 
vlak en van de ruimte'' van Prof. Dr F. Schuh (Noordhoff, 
Groningen 1938). 
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§ I. Inleiding: In dit gedeelte zullen enkele problemen van 
moeilijker soort en van algemene strekking, welke met enige 
vroeger behandelde constructies in verband staan, nader 
worden beschouwd. 

In de eerste plaats zullen de noodzakelijke en de voldoende 
voorwaarden worden aangegeven, waaraan een meetkundige 
constructie-opgave moet voldoen, opdat de constructie met 
passer en lineaal mogelijk zal zijn. 

Het is hierbij onnodig om de mogelijkheid van de con¬ 
structie met de passer alleen nog extra onder ogen te zien, 
omdat volgens het vroeger behandelde de mogelijkheid van 
de constructie met passer èn lineaal die met de passer alleen 
impliceert. 

In de tweede plaats zal worden aangetoond, dat de oplossing 
van verschillende klassieke problemen, zoals de verdubbeling 
van de kubus, en het verdelen van een hoek in drie gelijke 
delen (algemeen) niet aan deze voorwaarden voldoet, zodat 
die constructies met passer èn lineaal (in het algemeen) on¬ 
mogelijk zijn. 

Ten slotte zullen wij in het concrete geval van de regel¬ 
matige zeventienhoek een voorbeeld geven van een construc¬ 
tieprobleem, dat wel aan deze voorwaarden voldoet. Deze 
constructie zal vervolgens met de passer worden uitgevoerd. 

§ 2. Elementaire constructies 

In het volgende denken wij ons een aantal lijnsegmenten 
gegeven, waaronder er één de lengte-eenheid is. Wij noemen 
de lengte van het laatstgenoemde lijnsegment e, die van de 
overige a, b, . 
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Het zal nu in het vervolg blijken, dat alle met passer en 
lineaal uit te voeren constructies met deze lijnsegmenten uit¬ 
eenvallen in de volgende elementaire constructies: 

A. Rationale constructies: 

1) Optelling en aftrekking, d.w.z. bepaling van lijnsegmen¬ 
ten, wier lengte wordt voorgesteld door a it b. 

2) Vermenigvuldiging en deling, d.w.z. bepaling van lijn¬ 
segmenten, wier lengte wordt voorgesteld door: 

0 ^ a; (m en n geheel). 

P) a.b; 

b- 

B. Irrationale constructies: 

1) Vierkantsworteltrekking, d.w.z. bepaling van een lijn¬ 
segment, waarvan de lengte wordt voorgesteld door 
i^a (hierbij wordt a 4= kwadraat verondersteld). 

2) Bepaling van Va^ + b^. 

Over de constructies A i) en A 2) a) behoeft niets naders 
te worden medegedeeld. 

Ten opzichte van A 2) P) en A 2) r) kunnen wij volstaan 
met de mededeling, dat ze in de vorm 

a.b a.e 

X = -, resp. X = -Tj— 

e b 

kunnen worden geschreven, waardoor de opgave tot de be¬ 
paling van een vierde evenredige bij 3 gegeven lijnen (e, a 
en b, resp b., a en e) is teruggebracht. 

De constructie B i) wordt in den vorm 

X == Va.e 

teruggebracht tot de bepaling van de middelevenredige tussen 
a. en e. 

De constructie B 2) is een directe toepassing van de 
stelling van Pythagoras. 

Van alle voorgaande elementaire constructies zijn vroeger 
passerconstructies gegeven. (VII, XIII, XIV, XV, VI, XXVII). 
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§ 3* Voldoende voorwaarde voor de mogelijkheid van 
een constructie met passer en lineaal 

Wij denken ons de te construeren grootheid x op algebraïsche 
wijze door middel van de gegeven grootheden a, b, .... uit¬ 
gedrukt. Dan geldt de volgende eigenschap: 

EIGENSCHAP I: Wanneer een oplossing x van een constructie¬ 
probleem reëel is, en door middel van een eindig aantal rationele 
bewerkingen en vierkantswortels uit de lengten a, b, .... van 
de gegeven lijnsegmenten is te berekenen, dan kan x door middel 
van passer en lineaal worden geconstrueerd, 

De waarheid van deze eigenschap blijkt onmiddellijk uit het 
feit, dat elke constructie welke aan de voorwaarden van eigen¬ 
schap I voldoet, gesplitst kan worden in een eindig aantal 
elementaire constructies van de in § 2 behandelde soort. Het 
volgende concrete voorbeeld moge tot verduidelijking dienen: 


k a + bc + d V P + g Vb /- 

- - - -h ]/ n" + p Vq- 

^ k^ + 1 Vm 


Bepaal i) Vb = Vbe = bi (B i) 

2) bgi = gp (B i) 

3 ) VP + gx^ - (B 2) 

4) dfi = dP, bc == bP, ae = ap (B i) 

5) V ai^ + bi^ + di^ = ^2 (B 2) 

6) =■ \/me = m^ (B i) 

7) l\/m = Imi (B i) 

8) V k^ + IP = ki (B 2) 

9) Vki = Vkie = ks (B i) 

10) Vq == Vqs qi (B i) 

11) pqi = pp (B I) 

12) Vn^ + pp = ni 



X 
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(A 3 r) 
(A I) 


S 326 

13) = aa 

14) ag + ril = X 


§ 4. Noodzakelijkc voorwaarde voor de mogelijkheid 
van een constructie met passer en lineaal 

Wij zullen aantonen, dat de in eigenschap I genoemde vol¬ 
doende voorwaarde voor de mogelijkheid van de constructie 
vanook noodzakelijk is. Van eigenschap I geldt n.l. de 
volgende omkering: 

EIGENSCHAP II: Wanneer een lijnstuk x met behulp van 
passer en lineaal met gegeven lijnstukken van de lengte a,b, .... 
kan worden geconstrueerd, dan kan x met behulp van een eindig 
aantal rationale bewerkingen en kwadraatwortels door a,b, .... 
worden uitgedrukt. 

Bewijs: Alle samengestelde constructies, welke bij ieder 
constructie-probleem met passer en lineaal te pas komen, 
vallen uiteen in de volgende grondconstructies: 

i) het aannemen van een willekeurig punt (binnen een 
bepaald gebied), 

z) de constructie" van een rechte lijn door '2 gegeven 
punten, 

3) de constructie van een cirkel met gegeven middelpunt 
en gegeven straal, 

4) de bepaling van het snijpunt van 2 rechte lijnen, 

5) de bepaling van de snijpunten van een rechte lijn en 
een cirkel, 

6) de bepaling van de snijpunten van twee cirkels. 

Om deze grondconstructies in algebraïsche vorm te 
brengen, kunnen wij gebruik maken van een rechthoekig 
assenstelsel XOY. 

i) Het aannemen van een willekeurig punt P komt neer 
op het aangeven van de beide coördinaten a en b van 
het punt P. 
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2) Het construeren van een lijn door 2 gegeven punten 
Pi en P2 verkrijgt de volgende algebraïsche vorm. Noem 
de coördinaten van. Pi = ai en bi. 

van P2 — a2 en b2. 

Iedere rechte lijn heeft tot vergelijking een vorm van de 
volgende gedaante: 

Ax -f- By C = o ( I ) 

waarin één der coëfficiënten, b.v. A, nog willekeurig kan 
worden gekozen, b.v. A — i. (als de lijn niet // aan de X-as 
loopt; in dit geval kieze men B == i). 

Deze rechte lijn gaat door Pi (ai, bi) dus: 

ai + Bbi +^C - o. (2) 

Evenzo gaat deze rechte lijn door P2 (a2, b2) dus: 

a2 + Bb2 + G = o. (3) 

Uit (2) en (3) volgt door oplossing: 

■p _ ^2 p _ b2ai bia2 

~ bi—ba ' ” bi—ba 

Substitutie in (i) levert: 

(bi —ba) X — (ai—aa) y + baai—biaa == o 
als vergelijking van de rechte lijn door Pi en Pa. 

3) De cirkel met gegeven middelpunt M (m,n) en straal r 
heeft tot vergelijking 

(x—m)^ + (y—n)^ = r^ 

De grondconstructies 4), 5) en 6) zijn de eigenlijke con¬ 
structies, welke nieuwe punten leveren. 

4) Het snijpunt te bepalen van twee gegeven rechten. 
Wanneer deze rediten worden voorgesteld door 

Aix + Biy -f Cl = o 

AaX + Bay + Ca = O 

waarin Ai, Aa, Bi, Ba, Ci en Ca gegeven grootheden zijn, dan 
komt de bepaling van het snijpunt dier rechten algebraïsch 
neer op het berekenen van de gemeenschappelijke oplossingen 
X en y van dit stelsel. De oplossing levert: 
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waardoor de berekening van x tot rationale bewerkingen 
is teruggebracht. 

S) De bepaling van de snijpunten van een rechte lijn en 
een cirkel. 

Laat de algebraïsche vergelijking van de rechte lijn zijn: 
Ax -f- By "i- C — o, 
en van de cirkel: 

(x—m)^ + (y—n)^ = r^ 

(A, B, C, m, n en r zijn gegeven grootheden). 

Wanneer uit de eerste vergelijking y wordt opgelost in 

A.X C 

A, B, C en x, (dus y = — —^—) en deze waarde gesub¬ 
stitueerd in de tweede vergelijking, dan vindt men: 

(x—m)2 + + nf = 

wat herleid wordt tot de gedaante: 

ax^ + bx + c == o 

waarin a, b en c rationaal uitgedrukt zijn in de gegeven groot¬ 
heden. 

Tenslotte is: 


— b zt V b^—4 ac 

X -3- 

2a 

waardoor x met behulp van rationale bewerkingen en kwa- 
draatwortel in de gegeven grootheden is uitgedrukt. 


Evenzo is ^ 


6) De bepaling van de snijpunten van 2 cirkels. 

<Laten de algebraïsche vergelijkingen van de beide cirkels 
worden voorgesteld door 

(x—mi)2 + (y —ïiif = ri^ 

(x—mg)^ + (y—n^y = rg^ 

Door aftrekking vindt men: 

2 (ma—mii) X + 2 (na—ni) y + mi^ + ni^ — — 


Ho 


+ ra^ 
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dus een eerstegraadsvergelijking, welke een rechte lijn voor¬ 
stelt (n.1. de machtlijn van de beide gegeven cirkels). 

Lost men nu x en y op uit de laatste vergelijking en één 
der beide eerstgenoemde vergelijkingen, als bij 5) (dus be¬ 
paalt men de snijpunten van de machtlijn met één der beide 
cirkels) dan vindt men wederom x en y uitgedrukt door 
rationale bewerkingen en vierkantsworteltrekking, toegepast 
op de gegeven grootheden. 

Aangezien iedere samengestelde (passer + lineaal) con¬ 
structie uit een eindig aantal der voornoemde grondconstruc- 
ties 4), 5) en 6) is opgebouwd, is hiermede eigenschap II be¬ 
wezen. 


§ 5* Vergelijkingen van de derde graad met construeer¬ 
bare oplossingen* Herleidbare en onherleidbare 
vergelijkingen 

In de voorgaande paragraaf hebben wij gezien, dat in het 
bijzonder iedere vergelijking van de tweede graad met rationale 
coëfficiënten oplossingen bezit, die met passer en lineaal zijn 
te construeren. Zulke oplossingen heten construeerbare op¬ 
lossingen. 

Wat nu de vergelijkingen van de derde graad betreft, hier¬ 
onder zijn er ook met construeerbare oplossingen, b.v.: 

x^—7 x^ + 13X —^6 = 0. 

Het le lid van deze vergelijking is n. 1 . te ontbinden in 
(x—2) (x^ — 5x + 3). (i) 

Dus vergelijking (i) bezit in de eerste plaats de rationale 
(dus construeerbare) oplossing: Xi = 2, 
en daarnaast de beide irrationale oplossingen van de vier- 
kantsvergelij king 

x^ — sx + 3 == o 

welke ook geconstrueerd kunnen worden, omdat in hun uit 
drukking ten hoogste een vierkantswortel voorkomt. 

Op dezelfde wijze vindt men, dat iedere derde graadsver- 
gelijking met rationale coëfficiënten en reële oplossingen 
construeerbare oplossingen bezit, als het eerste lid te ont¬ 
binden is in een product van 2 factoren, één van de eerste 
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graad en één van de tweede graad, beide met rationale coëffi¬ 
ciënten, Wanneer het eerste lid van een derdegraadsverge¬ 
lijking op deze wijze te ontbinden is, dan heet de vergelijking 
herleidbaar. 

Dus: 

Wanneer een vergelijking van de derde graad, met rationale 
coëfficiënten, herleidbaar is, dan zijn de oplossingen met passer 
en lineaal te construeren, indien ze reëel zijn. 

Er zijn echter ook vergelijkingen van de derde graad met 
rationale coëfficiënten, welke niet op rationale wijze te ont¬ 
binden zijn, welke dus m.a.w. niet herleidbaar zijn, b.v. 

—■ z o. 

Want als het le lid te ontbinden was in factoren met 
rationale coëfficiënten, dan zou dit eerste lid een factor van 

de ie graad van de gedaantex — — moeten bevatten, waarin 

m en n gehele, onderling ondeelbare getallen voorstellen. 

De gegeven vergelijking zou dan de oplossing ~ be¬ 
zitten. Dan zou dus 



zijn, dus: 

m^ = 2n^. 

Hieruit zou volgen, dat iedere priemfactor p van het getal 
n ook op m^, dus op m deelbaar zou moeten zijn, zodat m 
en n de gemeenschappelijke factor p zouden bezitten, in 
strijd met de veronderstelling, volgens welke m en n onder¬ 
ling ondeelbaar zijn. (Het geval n = i is uitgesloten, omdat 
dan m^ = 2 zou zijn, waaraan niet door een gehele waarde 
van m kan worden voldaan). 

Dergelijke vergelijkingen, waarvan het eerste lid op geen 
enkele manier in factoren met rationale coëfficiënten kan 
worden ontbonden, heten onherleidbare vergelijkingen. 
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In het voorgaande is i.h.b. aangetoond, dat 
X® — 2 = 0 

een onherleidbare vergelijking voorstelt. 

Wij zagen reeds, dat herleidbaarheid van een vergelijking 
van de derde graad met reële oplossingen construeerbaar- 
heid van de wortels ten gevolge heeft. 

De tegenovergestelde gevolgtrekking, dat onherleidbaarheid 
van de vergelijking van de derde graad identiek is met ,,on¬ 
mogelijkheid om de wortels met passer en lineaal te con- 
strucrcn^^ mag nu nog niet worden gemaakt, omdat in het 
voorgaande slechts is gebleken, dat de heYleidbdüïheid een 
voldoende voorwaarde voor de construeerbaarheid vormt. 

Ons hoofddoel is echter, te bewijzen, dat deze voorwaarde 
ook noodzakelijk is, en dan is daarmede tevens aangetoond, 
dat de constructie van de wortels van een onherleidbare 
vergelijking van de derde graad met rationale coëfficiënten 
met passer en lineaal onmogelijk is. 

Tot het bewijs van deze hoofdstelling zullen wij nu wer- 
gaan, daarbij de gedachtengang volgende, welke F. Klein 
heeft gegeven in zijn ,,Elementarmathematik vom höheren 
Standpunkte aus^\ p. 129 e.v. (2e Autogr. Aufl. Leipzig 
1911). 

§ 6. Noodzakelijkc voorwaarde voor de construeer¬ 
baarheid van de wortels van vergelijkingen van de 
derde graad 

Wij gaan dus over tot het bewijs van de: 

HOOFDSTELLING: Wanneer een vergelijking van de derde 
graad, met rationalQ coëfficiënten A, B, C: 

+ Ax^ + Bx + C = o 

door rationale bewerkingen en kwadraatwortels oplosbaar is, 
dan bezit de vergelijking zeker tenminste één rationale wortel, 
d,w.z, de vergelijking is herleidbaar. 

Want wanneer de vergelijking een rationale wortel — 

bezit, dan bevat het eerste lid de factor x ^ —, waaruit de 

herleidbaarheid volgt. 
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Bewijs: Dit omvangrijke bewijs is te splitsen in meerdere 
onderdelen. 

EERSTE EN BELANGRIJKSTE STAP: Rangschikking 
van alle wortelvormen, die met behulp van een eindig aantal 
rationale bewerkingen en kwadraatwortels zijn opgebouwd 
Definitie van de begrippen „ORDE^* en „RANG^^ van een 
wortelvorm. 


Nernen wij als concreet voorbeeld de samengestelde wortel¬ 
vorm: 


j/ a -f- Vc + cf "T"]/ d f- y" h f- V c n-l- \/o 

^-—+ -Tri^ 




X — 


waarin a, b, c, d, e, f, p, q, r rationale uitdrukkingen zijn. 
Vanzelfsprekend wordt hierbij verondersteld, dat alle op- 
^edende wortels niet rationaal getrokken kunnen worden. 
Alle wor^ls, welke getrokken kunnen worden, worden eerst 
herleid. Deze samengestelde vorm bestaat uit 7 gescheiden 
enkelvoudige delen: 


ï) |/a + Vc + ef ; 
|/d + V b + Y^c f 


3 ) Va; 

4) Vb; 

5 ) p; 

6) Vq; 



In elk van deze afzonderlijke gedeelten wordt nu het 
grootste aantal {vierkants-)worteltekens geteld, dat boven elkaar 
staat. Dit bedraagt: 

2 worteltekens boven elkaar in i); 3 in 2); i in 3)* i in 4)- 
o in 5); i in 6) en 3 in 7). 
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Het grootste van deze aantallen worteltekens wordt de 
,,orde'' van de wortelvorm x genoemd, en aangegeven door de 
letter Bij onze vorm is fx = 3. 

De algemene definitie luidt: 

Onder de ,,orde' [jl van een wortelvorm, welke uit een eindig 
aantal rationale getallen en wortelvormen is opgebouwd, ver¬ 
staat men het grootste aantal over elkaar geplaatste vierkants¬ 
wortels, dat in deze vorm voorkomt. 

Nu bestaat de mogelijkheid, dat meerdere ,,enkelvoudige'' 
vormen dezelfde orde [x bezitten. In ons voorbeeld zijn er 
2 enkelvoudige vormen van de orde 3. 

Dit aantal enkelvoudige vormen van gelijke (maximum-) 
orde zullen wij als tweede getal bij onze rangschikking ge¬ 
bruiken, en voorstellen door de letter n. De algemene definitie 
luidt: 

Het getal n geeft het aantal enkelvoudige vormen van gelijke 
(maximum-) órde ri aan. 

Hierbij moet uitdrukkelijk worden vastgesteld, dat geen 
enkele der n enkelvoudige uitdrukkingen van de orde (jl door 
de andere uitdrukkingen met behulp van vormen van lager 
orde rationaal kan worden voorgesteld. 

B.v. in de uitdrukking: \/2 + V3 + a/ 6 is [jl = i, maar 
n is niet 3, maar 2, omdat \/6 = V^. a/3- 

Bij ons voorbeeld x is n = 2. 

Op deze wijze worden nu aan elke kwadraatwortelvorm 
2 gehele gëtallen [x en n (beide > o) toegevoegd, die worden 
samengevat in het symbool 

R (l^, n) 

dat de ,,rang" van de wortelvorm wordt genoemd. 

Wanneer 2 verschillende wortelvormen, resp. met de 
rang R en R ([X2, ng) moeten worden vergeleken, dan 

wordt ook R op een bepaalde manier gerangschikt. Volgens 
definitie noemt men dan 

R (H'i, H]) > R ([X2, na) als > [Xg. 
en voor [x^ = [X2: R (^1, ni) > R (jx^, na) als ni > na. 

De uitdrukkingen van de laagste rang zijn dus de wortel¬ 
vormen met = o, d.w.z. de rationale vormen. 
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TWEEDE STAP: Aan iedere wortel van de gegeven derde 
graadsvergelijking wordt een tweede wortel van gelijke rang 
toegevoegd, {welke eveneens een oplossing is van de 3e graads¬ 
vergelijking) . 


Wij nemen nu aan, dat de gegeven derdegraadsvergelijking 
met rationale coëfficiënten 

x 3 + Ax" + Bx + C - o 

een wortel Xi bezit, welke door een wortelvorm kan worden 
voorgesteld, welke uit een eindig aantal rationale getallen 
en kwadraatwortels door rationale bewerkingen is samenge¬ 
steld. 


Stel de rang van Xi is R ((x, n). Zonder beperking kunnen 
Wi] [I > I nemen, want als a = o, dan is Xi een rationale 
wortel, en het bewijs is geleverd. 

Onder de n enkelvoudige vormen van gelijke orde [Jt, waar¬ 
uit Xi is samengesteld, kiezen wij één vorm V D uit. Hierin 
is dus D van de orde —i (> o). 

Brengt men alle breuken, waaruit Xi is samengesteld, onder 
gelijke noemer, dan is het gemakkelijk te zien, dat Xi dan de 
volgende algemene gedaante verkrijgt: 


a -f- P VD 

T -f- S -y/Y) 


(l) 


Aangezien door deze bewerking het getal n nooit kan 
worden vergroot, (wel eventueel kan worden verkleind), be¬ 
vatten de vormen a, p, y en S tesamen hoogstens (n—i) 
enkelvoudige vormen van de orde [i, terwijl de orde van 
D = i. 


Nu is: 


want uit 


T — s D o, 


y — s y' D = o 


zou volgen: VD = —, 

d.w.z. VO zou rationaal kunnen worden uitgedrukt in de 
overige (n—i) enkelvoudige vormen van de orde 11, dus V D 
zou overbodig zijn. De rang van Xi zou dan R ((x, n—i) be¬ 
dragen. 
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Wegens y — S V D =(=0 mag in (i) de teller en de noemer 
met y — S worden vermenigvuldigd. Men vindt dan: 

(g + p a/D) (y— 8 yP) _ P ^ r» . / -n ( 2 ) 

y, S en D 


Xi 


y" — 8^ D P + Qa/D 

waarin P en Q rationale uitdrukkingen in a, p, 
voorstellen. 

P en Q bevatten dus samen hoogstens (n—i) enkelvoudige 
vormen van de orde [x. 

Dus P en Q, afzonderlijk bezitten hoogstens de rang R {{i, n — i ). 
Substitueert men (2) in de gegeven vergelijking, dan vindt 
men: 

(P + QVD )3 +A(P + QVDf +B(P + QVD) + 

C = o 

of: 

M +‘NVD = o (3) 

waarin M en N veeltermen in P, Q en D voorstellen, dus 
rationale uitdrukkingen in a, p, y, S en D. 

Wanneer N 4= o was, dan zou 

M 


VD 


N 


zijn, dus V D zou hoogstens (n—i) enkelvoudige vormen 
van de orde ^ en verder van lagere orde bevatten. 

Dus V D zou de rang R ([^, n—i) bezitten, in strijd met 
hetgeen boven is aangenomen. Dus: ' 

- o, 

waaruit volgt (wegens (3)) M = o. 

Dan is ook: 

X2 = P — QVD 

een wortel van de gegeven vergelijking, want substitutie van 
X2 in deze vergelijking geeft: 

M — N V D o 

(in de uitkomst (3) moet overal V E) door — V D worden 
vervangen). 

De gegeven vergelijking bezit dan de 2 toegevoegde wortels 
xi = P + QVD, X2 = P — QVD, 
van gelijke rang R {[i, n). 


Passermeetkunde 10 
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DERDE STAP: De derde wortel Xg van de gegeven derde 
graadsvergelijking is van lagere rang dan Xi en X2. 

Dit gedeelte van het bewijs is nu zeer snel afgelopen. Want 

Xl + X2 + Xg = - A 

of: 2 P + Xg — A 

Xg = - A -- 2 P 

De rang van Xg = de rang van P < R n—i) < R (jx, n) 

(= rang van Xi en X2). 

VIERDE EN LAATSTE STAP: De rang van een van de 
wortels van de gegeven vergelijking — o, d,w,z, één van de 
wortels is rationaal. 

Wanneer de rang van Xg = o, dan is Xg rationaal, en de 
stelling is bewezen. Wanneer de rang van Xg > o, dan stellen 
wij Xg = Xi^. Volgens de methode van de tweede stap van dit 
bewijs wordt aan Xi^ een tweede wortel X2^ van gelijke rang 
toegevoegd, en volgens de derde stap zal dan de derde wortel 
Xg^ wederom van lager rang dan Xi^ en Xa^ blijken te zijn. Zo 
kan men doorgaan, totdat men ten slotte is gedaald tot de 
rang o, waaruit blijkt, dat één der wortels rationaal is, zodat 
de gegeven vergelijking herleidbaar is. w.t.b.w. 

Omgekeerd is hiermede ook bewezen: 

Wanneer een derdegraadsvergelijking met rationale coëffi¬ 
ciënten onherleidbaar is, dan is geen enkele van zijn wortels 
door een eindig aantal rationale bewerkingen met behulp van 
rationale getallen en kwadraatwortels uit te drukken. 

Uit deze stelling volgen nu onmiddellijk tal van onmogelijk- 
heidsbewijzen voor constructies met behulp van passer en 
lineaal. 

§ 7. Bewijs van de onmogelijkheid van de verdubbeling 
van de kubus 

Wanneer de ribbe van de gegeven kubus === a, en die van de 
gevraagde, verdubbelde kubus ^ x, dan is 
x^ — 2 a^, 

of, door X = ay te stellen: 

— 2 = 0 , 
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Volgens § 5 is deze laatste derdegraadsvergelijking onher¬ 
leidbaar, terwijl de coëfficiënten rationaal zijn. Volgens de 
laatste stelling van § 6 kan dus geen enkele van zijn wortels 
door een eindig aantal rationale bewerkingen met behulp 
van rationale getallen en kwadraatwortels worden uitgedrukt. 

Volgens Eigenschap II, § 4 is dus een constructie met 
passer en lineaal uitgesloten. De constructie van de kubus¬ 
verdubbeling met passer en lineaal is dus onmogelijk. 

§ 8. Bewijs van de onmogelijkheid van de constructie 
van de regelmatige negenhoek, en van het ver¬ 
delen van een willekeurige hoek in drie gelijke 
delen 

Het is duidelijk, dat een gegeven hoek a dan en alleen dan 
in 3 gelijke delen verdeeld kan worden, wanneer het mogelijk 

is cos — (of een andere goniometrische verhouding van met 

passer en lineaal te construeren. 

Volgens de goniometrie is: 

q a a 

cos a = 4 cos^-3 cos — . (I) 

3 3 

Kiezen wij a = 120°, dus cos a = — dan is — = 40°. 

Wanneer het nu mogelijk zou zijn, om met passer en 
lineaal een hoek van 120° in 3 gelijke delen te verdelen, dan 
zou daarmede de constructie van een regelmatige negenhoek 
mogelijk zijn. 

Stellen wij nu in (i) cos- = cos 40° dan gaat deze 

3 2 

vergelijking over in: 



of: 

y® — 3 y + I = p. _ (2) 

Dit is weer een derdegraadsvergelijking met rationale 
coëfficiënten. 
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Wij zullen ook van deze vergelijking de onherleidbaarheid 
aantonen. 

Wanneer n.l. vergelijking (2) herleidbaar zou zijn, dan 
zou het eerste lid deelbaar moeten zijn door een factor van 

de le graad van de gedaante y — waarin m en n gehele 
getallen zijn, die wij onderling ondeelbaar mogen veronder¬ 
stellen (want anders behoeft slechts de rationale breuk ~ 
zoveel mogelijk te worden vereenvoudigd). De vergelijking 

(2) bezit dan de oplossing Vi ^ 

Door substitutie van yi in (2) vindt men: 

m^ — 3 mn^ -f n^ = o 
m^ =: (3 m — n). (3) 

Dus is deelbaar door dus door n. 

Nu kan m^ geen andere priemfactoren bevatten, dan m 
bevat. 

n kan niet dz i zijn, want in dit geval zou uit (3) volgen: 
m^ = 3 m =p I. 
m (m2—3) == T I- 

waaraan alleen voldaan zou kunnen worden voor gehele 
waarde van m als tegelijk: 

m = ib I en m^ — 3 = T i 
wat onmogelijk is, (voor m = ih i wordt m^ — 3 = — 2). 

Dus de absolute waarde van n is > i , en n bevat minstens 
I priemfactor p. 

Daar m^ deelbaar is door n, moet m^ deelbaar zijn door p. 
m^ kan geen andere priemfactoren bevatten dan die, welke 
m bevat, dus ook m moet deelbaar zijn door p. Daarmede is 
aangetoond, dat m en n beide deelbaar door p zouden moeten 

zijn, m.a.w. m en n zijn onderling deelbaar, (of de breuk — 

kan worden verkleind), in strijd met de veronderstelling, dat 
m en n onderling ondeelbaar zijn. 

Hieruit volgt, dat vergelijking (2) onherleidbaar is, waaruit 
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op dezelfde manier als in § 7 kan worden besloten, dat 
y = 2 cos 40° niet met passer en lineaal kan worden ge¬ 
construeerd. 

De constructie van de regelmatige negenhoek met passer en 
lineaal is dus onmogelijk. 

Tegelijk is hiermede aangetoond dat het onmogelijk is 
in het algemeen een hoek met passer en lineaal in 3 gelijke 
delen te verdelen. 

Want als iedere willekeurige hoek a met passer en lineaal 
in 3 gelijke delen kon worden verdeeld, dan zou dit ook 
mogelijk zijn voor een (construeerbare) hoek van 120°. Men 
zou dan een hoek van 40° kunnen construeren, dus een regel¬ 
matige negenhoek, wat volgens het voorgaande uitgesloten is. 

Natuurlijk is het wel mogelijk om speciale hoeken a met 
passer en lineaal in 3 gelijke delen te verdelen, b.v. voor a = 
90°. Dit is niet in strijd met de voorafgaande beschouwingen, 
want in dat geval gaat (i) over in: 

4 cos^ — — 3 cos — = o 

3 3 

of — 3 y ^ o 

welke duidelijk herleidbaar is. 


§ 9* Bewijs van de onmogelijkheid van de constructie 
van de regelmatige zevenhoek 

De constructie van de regelmatige zevenhoek is dan en alleen 
dan mogelijk, als cos ^ met passer en lineaal kan worden 
geconstrueerd. 

Volgens de elementaire goniometrie is: 


180° , 1080° 

2 sm - (cos - 


cos 


720° 360° , 

- - + cos —— + i) = 


sm- 


1260° 


sm 


7 

180^ 


. 900 , . 900 

sm — + sm- 


7 

180^^ 


sm 


540 


sm 


540 


sm 


= sm 


1260° 


7 7 

sin 180° = o. 
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Daar sin =t= o is (want o° < < 180°) 


'olgt uit het voorgaande; 


7 


V 

1080° 720° 360° , . 

cos ——— + cos - - + cos - -h I = o. 


(O 

/ / / 

1 360° , . 1080° 3. 360° „ 

btel cos-= X, dan is cos-= cos -= 4 x® — 3 x, 

7 7 ^ ^ o . 

2. 360° 

— —■ UUb - 

7 7 

waardoor (i) overgaat in: 

4 + 2 — z X — I == 


720° 

cos - = cos 


= zx^ — I, 


Stel hierin: x = ^, dan gaat deze vergelijking over in: 

y 3 4. y2 - 2 y - 1 = 0 . (2) 

De onmogelijkheid van de constructie van de regelmatige 
zevenhoek is aangetoond, als we bewijzen, dat de derde¬ 
graadsvergelijking (2) met rationale coëfficiënten onherleid¬ 
baar is. 

Op gelijke wijze als in § 8 is geschied, zou herleidbaarheid 
van (2) het bezit van een wortel yi = ^ (m en n geheel, 
onderling ondeelbaar) insluiten. 

Substitutie van Yi =—in (2) levert: 

n ^ 

m^ + mffi — 2 mn^ — n^ = o 
dus m^ = n (n^ + 2 mn — m^). (3) 

Het geval n = dz i is wederom uitgesloten, want dan zou 
(3) leveren: 

= dz (i dz 2m—m^). 
m'*^ dl m^—2 m = dz I 
m (m^ dl m—2) = dz i 
voor zekere gehele waarde van m. 

Hieraan zou alleen voldaan kunnen worden, als gelijktijdig 

m = d= I 

m^ dz ni — 


en 


2 = ± 1 
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was. Dit is uitgesloten, want m = zt; i levert in de laatste 
vergelijking i ± i —2, dus o of—2, en nooit it i. 

Dus de absolute waarde van n is > i. 

Volgens (3) is deelbaar door n. Iedere priemfactor p 
van n is dus deelbaar op m^, dus ook deelbaar op m, en de ge 
tallen m en n zouden onderling deelbaar zijn, in strijd met 
de veronderstelling. 

Dus de vergelijking (2) is onherleidbaar, en hiermede is de 

onmogelijkheid van de constructie van cos ^-7^, en tevens 

van de regelmatige zevenhoek, met passer en lineaal, aan¬ 
getoond. 


§ 10. Onmogelijkheid en mogelijkheid van de con¬ 
structie van andere regelmatige veelhoeken 

Wanneer men op dezelfde wijze als in § 9 is geschied, de 
constructie van een regelmatige elfhoek in algebraïsche vorm 
tracht te brengen, dan stuit men daarbij op een vergelijking 

in X = cos van de vijfde graad, met rationale coëfficiën¬ 
ten. Ook deze vergelijking blijkt onherleidbaar te zijn en 
ook hier kan bewezen worden dat de constructie met passer 
en lineaal onmogelijk is. 

Hetzelfde geldt voor de regelmatige dertienhoek, waar men 
een zesdegraadsvergelijking met dezelfde eigenschappen 
ontmoet. 

Op 29 Maart 1796 ontdekte de toen eerst 1 8-jarige Gauss, 
dat de op deze wijze onstane achtstegraadsvergelijking, welke 
bij de berekeningen in verband met de regelmatige zeven- 
tienhoek optrad, ook onherleidbaar was, maar toch door een 
geschikte methode met behulp van rationale bewerkingen 
en kwadraatwortels was op te lossen, zodat m.a.w. de regel¬ 
matige zeventienhoek met passer en lineaal kon worden ge¬ 
construeerd. Dit was de eerste kapitale ontdekking van den 
jeugdigen Princeps mathematicorum, welke spoedig door 
talloze andere zou worden gevolgd. De mogelijkheid van deze 
oplosbaarheid door kwadraatwortels berustte in laatste 
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instantie op het feit, dat 8 een macht van 2 is. In zijn Dis- 
quisitiones Arithmeticae, uitgegeven in 1801, heeft hij dit resul¬ 
taat gegeneraliseerd, door te bewijzen, dat iedere regelmatige 
veelhoek, waarvan het aantal zijden wordt aangegeven door 
een ondeelbaar getal p van de gedaante 2^ + 1 met passer 
en lineaal te construeren is *). Men ziet gemakkelijk in, dat 
de exponent m daarin zelf van de gedaante 2^ moet zijn, 
dus p = 2^^ +1. 

Want als m een oneven priemfactor q bevat, dus m == qr, 
dan is -j- 1 = 2 + 1 deelbaar door 2^ + i , dus 2”" + i 

is niet ondeelbaar. Verder kunnen door combinatie van de 
zijden van verschillende construeerbare veelhoeken weer 
andere construeerbare veelhoeken worden gevormd, waar¬ 
van het aantal zijden een deelbaar getal is (b.v. de regel¬ 
matige 15-hoek uit de regelmatige driehoek en de regelmatige 

vijfhoek, omdat ^ 2. 

..3 S 15 ^ 

Op deze wijze was door Gauss aangetoond, dat met passer 
en lineaal alle regelmatige veelhoeken kunnen worden gecon¬ 
strueerd, waarvan het aantal zijden wordt aangegeven door: 

n 2^ (2+ i). (2^^^ +1.)-(2^^® + i). (i) 

waarin alle getallen k, fei,. . . ., k^ geheel zijn, en alle factoren 
22 m j verschillende ondeelbare getallen voorstellen. 
Verder heeft Gauss daarbij zonder bewijs de stelling ver¬ 
meld, dat alleen de regelmatige veelhoeken, waarvan het 
aantal zijden n door de formule (i) wordt aangegeven, met 
passer en lineaal kunnen worden geconstrueerd waar¬ 
mede het oude probleem van Euclides zijn volledige oplossing 
had verkregen. Wat de priemgetallen van de gedaante 
2^ + I betreft, voor k = o en i vindt men de van ouds 

bekende gevallen p = 3 en p = 5 terug, k = 2 levert p 17, 
k = 3 levert p = 257 en k =- 4 p = 65537, welke veelhoeken 
dus alle construeerbaar zijn. k === 5 levert echter 2^^ + i = 

* D. A. art. 365. 

* * Voor het bewijs van deze stelling zie F. E n r i q u e s, Fragen der Elementargeometrie II, 
Artikel V. Ueber die durch Quadratwurzeln losbaren algebraïschen Gleichungen und die 
Konstruierbarkeit der regularen Polygone. S. 137. Vgl. ook F. Schuh. Hoogere algebra II, 
p. 183. Opg. 375. 
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641. 6700417 dus geen priemgetal, dus geen construeerbare 
veelhoek. Evenmin voor k = 6. (kleinste priemfactor 274177). 

Het is nog een onopgeloste vraag of de rij 2^^ + i (k — 
o, I, . . . .) een eindig of een oneindig aantal priemgetallen 
bevat, zodat het niet uitgemaakt is, of Gauss het aantal 
construeerbare regelmatige veelhoeken met een ondeelbaar 
aantal zijden met een oneindig aantal heeft vermeerderd 
zoals men dikwijls vermeld vindt. 

§ !!♦ Theorie van de regelmatige zeventienhoek 

Stel 

360^ 

-= oc. 

Beschouw de uitdrukking: 

S — 2 cos a + 2 cos 2 cc + 2 cos 3 a -f 2 COS 4 a + 2 COS5 cc 
+ 2 COS 6 cc + 2 COS 7 a + 2 COS 8 a + I . 

Onder toepassing van de bekende formule 

2 sin p cos q ^ sin (p + q) + sin (p —9) 

vindt men: 


Q . CC 

b sin — 

— 

• 3 ®^ 
sin — - 

, a 
— Sin — 

, • 5 “ 

+ sm - 

• 3 ^ 
sin — 

+ 

. 7a 
sin - 

sin — 

2 

9a 

2 

2 

7 ^ 


2 

Ila 

2 

9a 

2 

2 

£ 3 ^ _ 

-j- sin 

— 

— sin 


sin 

- — 

- sin 


+ sin 

. II cc 

2 

. 15 

sin — 

2 ^ 

a 

13 a 

L 

2 

17a 

2 

15 a . 
n -[ 

2 

. cc 

sin - 

+ 

- Sin 

+ sin 

- si 

- sin — 


222222 


170c 

= sin - = sin 180° ^ o. 

2 

Dus wegens sin ^ =|= o is 

S ^ o (i) 

Men zou nu als vroeger in S ieder van de vormen cos k a 
naar machten van cos a kunnen ontwikkelen en daaruit een 
vergelijking van de achtste graad in cos cc, met meetbare 
coëfficiënten kunnen afleiden. 

Wij hebben echter deze vergelijking niet nodig. 
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Gauss is erin geslaagd op geniale wijze de vergelijking (i) 
door middel van wortelvormen op te lossen, door 

S —I == 2 cos a + 2 cos 2 a + . +2 COS 8 a - 1 (2) 

op een merkwaardige wijze in 2 sommen te splitsen, n.1. 

Xi = 2 COS 3a + 2 COS 5a + 2 COS 6 a + 2 COS 7 a, 1 / x 

X2 = 2 COS a + 2 COS 2 a -f- 2 COS 4a + 2 COS 8a. j 

Waarom Gauss juist deze splitsing kiest, wordt in zijn 
behandeling der theorie volledig toegelicht. Het is hier niet 
nodig, deze motivering uiteen te zetten. Het zal voldoende 
zijn, om aan te tonen, dat deze splitsing de gewenste op¬ 
lossing levert. 

Uit (2) en (3) volgt: 

Xi + X2 = —i. ^ (4) 

Verder levert de voortdurende toepassing van de formule 
2 cos p cos q = cos (p + q) + cos (p — q) 

XiX2==2(cOS 4^ + cos 2 a -f COS 6 a -f COS 4a + COS 7a + 

cos Sa + cos 8 c + cos 6a + COS Sa -f COS a + 

COS 7a -f- cos 3a + COS 8a -f COS 4a + COS 8a -|- 

COS S^ + cos 7a + cos a + COS 8a + COS a + 

COS 7a -f COS 2a + COS 6a + COS 3a -f" COS 6a -f 

COS S^^ + cos 4a + COS 3a -h COS 3a -j- COS 2a -j- 

COS 2 a -f- COS a) = 

= 8 (cos a 4- cos 2a + COS 3a + COS 4a COS S^ + COS 6:'. 
+ COS 7a -f- COS 8a). 

Dus, volgens (2) 

Xi. X, = -4- ,(s) 

Wegens (4) en (5) zijn Xi en Xa de oplossingen van de vier- 
kantsvergeli j king 

x^ + X —4 = o (6) 

Daar 8Ja == 180°, kan Xi worden voorgesteld door: 

Xi = 2 cos 3a 2 cos 3|a —- 2 cos 2 Ja 2 COS I Ja. 

waarin alle hoeken < 90° zijn. Daar cos i Ja > cos 3a is, zal 
dus Xi < o zijn, en wegens (5) is dan X2 > o. 

Dus, wegens (6) 

— I—V17 — I + Vu 

xi = ---; X2 - 


2 


(7) 
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( 8 ) 


Xi wordt nu gesplitst in: 

Yi ~ 2 cos 3a + 2 cos 5a 1 
Y2 = 2 cos 6a + 2 cos ycc J 

dus 

Yi + y2 = xi i 

Yl- Y2 = 2 (cos 3 a + COS 8a + COS a + COS Óa + COS 4a ^ (9) 
+ COS 7a + COS 2a COS 5 a) — 1 ) 

zodat Yi en y2 de oplossingen zijn van de vierkantsverge- 
lijking: 

y' — XiY —I = o. 


(10) 


Uit (8) volgt: 

Yi = 4 cos a cos 4a > o (want cos a en cos 4 a > o) 
Ya < o- 


dus uit (9^ 

Volgens (loj is dan: 

_ Xi + V Xi^ + 4 . 

Yi ~ I ' 


Y2 


Xi 


V Xi^ + 4 


(11) 

(12) 


X2 wordt gesplitst in: 

Zi = 2 cos a + 2 cos 4a 
Z2 = 2 cos 2 a + 2 cos 8a 

dus: 

Zl + 22 X2 ) 

Zi. Z2 — 2 (cos a + cos 3a + COS 2a + COS 6a + ^ (13) 

cos 7a + COS 8a + COS 4a + COS 5a) = 1 ) 

zodat Zi en Zi de oplossingen zijn van de vierkantsvergelijking: 

z^—X z — I == o (14) 

Uit (12) volgt: Zi > o, dus uit (13^) Z2 < o. 

Uit (14) volgt dan: 


Zi =- 


X2 + V X ^ + 4 


Z2 


X2 


V X J + 4 


Tenslotte wordt Zi gesplitst in: 

Ui = 2 cos a 1 
la J 


(15) 

(16) 


Ui + U2 


en U2 = 2 cos 40 
Zi; U1U2 = 2 (cos 3a + cos Sa) 


Yi- 
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Dus Ui en U2 zijn de oplossingen van de vierkantsverge- 
lijking: 

u^ — Zi u + yi = o. (17) 

Uit (16) volgt: Ui > U2, dus 

,, __ Zi + 4^1 ^ _ Zi — 

Ui — ---- , U2 — -- Uö) 


Door (7), (ii), (15) en (i8) is ten slotte Ui z cos 

door een keten van rationale bewerkingen en worteltrekkingen 
berekend, waarmede de construeerbaar heid van de regelmatige 
zeventienhoek met passer en lineaal is aangetoond. 

Opgave: Leid uit het voorgaande af: 

cos yy = — -k + -wViy + ^y^ 34—2 vr; + 


0 17 + 3^17 — ^^34 — 2 Viy — 2 \34 + 2 V17 

(Gauss), 

terwijl de zijde van de regelmatige zeventienhoek bedraagt: 
^|/34-2\/Ï7-2v/34-2\/r7-4 \ 17 + 3Vi7-VM^VT7-2V3T+2Vï^ 

§12* LXXXV. Passerconstructie voor de regelmatige 
zeve ntie nhoek 

Uit de bovenbehandelde berekening zijn talrijke (p+l)-con- 
structies yoor. de regelmatige zeventienhoek afgeleid *). Gauss 
zelf heeft er geen enkele aangegeven. 

In 1895 schreef F. Klein in zijn ,,Vortrage über ausge- 
wahlte Fragen der Elementargeometrie'' (p. 27. voetnoot) 
,,Eine Construction des 17-Ecks nach Mascheroni nur mit 
dem Zirkel ist noch nicht versucht, obgleich sie jedenfalls 
möglich ist.'' Spoedig daarop verscheen een constructie van 
deze soort, van de hand van L. Gérard. (Math. Annalen 48, 


* Vgl. Enriques, Fragen der Elementargeometrie II, p. 177—183, en de eenvoudige constructies 
van Richmond, S. C. van Veen en B. L. van der Waerden in de Wisk. Opg. van het Wisk. genoot¬ 
schap XVII, 1938, p. 103. 
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1897). Later volgde nog een passer-constructie van Güntsche 
(Arch. für Math. und Phys. 3. Reihe 4. Bd (1903), Sitzungs- 
ber. d. Berl. Math. Ges. pg. 10). 

Wij zullen hier de constructie van Gérard behandelen, 
(hg. 60). 

O is het middelpunt van de cirkel met straal =1, waarin 
de regelmatige zeventienhoek moet worden beschreven. 
AB - BG - CD - I. 

De cirkel A (AD) snijdt de cirkel D (DB) in G en G^. 

De cirkels G (GD) en G^ (G^D) snijden elkaar in het 
midden M van AO (XVI). De cirkels A (AC) en D (DB) 
snijden elkaar in X, zodat OX = (XXXV) De cirkel 
A (OX) levert de punten F en F^, zodat AFDF^ een inge¬ 
schreven vierkant is. 

De rechten OD en OF worden nu gebruikt als de x- en 
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y-as van een rechthoekig assenstelsel. De cirkel M (i) snijdt 
de cirkel O (i) in K en K^, zodat: 

— yRi ^ ^ 4 v" 15. 

De cirkels K (OX) en (OX) snijden elkaar in 2 punten 
El en E2 van de x-as, zodat: 

OEi = XE = - i - V2 - = 7, 

(§ II, form. 7). _ 

EO, = xg = -i + VT^ - + = Ï5, 

^2 42 

(§11, form. 7). 

De cirkel Ei (i) snijdt de cirkels F (OEi) en (OEi) in 
Li en Li^. 

De cirkels: 

U (ExX = ]/^E + 2) en Lx^ (ExX) 
snijden elkaar op de x-as in een punt En, zodat: 


OExx = OEx + ExExx = V (LxExx)MLiEx)^ = 

7 + + I = Yx, (§ II, form. ii) 

z 4 


Op dezelfde wijze snijdt de cirkel Eg (i) de cirkels F (OE ) 
en F^ (OE2) in de punten Lg en Lg^, en de cirkels Lg (EgX) 
en Lg^ (EgX) snijden elkaar op de X-as in een punt Egi, zodat 

OEax = 7+ 1^^+ I = Zi (§11. form. 15). 

Tenslotte snijden de cirkels O (AExx) en E2X (AExx) elkaar 
in N en N^, zodat 


xj^ = XN. = 7; yN = -yN>=l/(ONf-^=1/(1 +yx)"- 

^ ^ 4 ^ 4 

De cirkels N (EnB) en (EnB) snijden elkaar op de X-as 
in een punt Zi, zodat: 
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Inderdaad is: 

NZi - EnB = V(MEn)^ + (MB)^ == V(y,+lf + i 

— ^ Yi^ + Yi + i> 
dus 


04 = ^ + ]/ (NZi)^ - (^)' 

]/ yi" + yi + I - (i + yi)" + ^ = 

4 

360° 

= Ui = 2 cos - . 

17 



(§ I I, form. 18). 


De cirkel Zi (i) snijdt dan de cirkel O (i) in de beide punten 
P en P^y zodat 

PD — DP^ == de zijde van de ingeschreven regelmatige zeven- 
tienhoek. 





LORENZO MASCHERONI (1750-1800) 


Op 13 Mei 1750 werd Lorenzo Mascheroni in het dorpje 
Castagneta bij Bergamo in de Po-vlakte geboren. Hij ontving 
zijn opleiding aan het ,,Collegio Mariano'' in Bergamo, waar 
hij met grote ambitie de studie der klassieke letteren be¬ 
oefende. Naast zijn letterkundige studiën beoefende hij reeds 
in zijn jeugd met ware hartstocht de muziek en de dichtkunst. 
Hij maakte tal van prachtige latijnse gedichten, waaronder 
een grote verzameling gelegenheidsgedichten. Oorspronkelijk 
werd hij opgeleid tot de geestelijke stand en hij ontving op 
17-jarige leeftijd de priesterwijding. Zijn vorderingen op het 
gebied der klassieke letteren waren intussen zo groot, dat 
hem reeds op 18-jarige leeftijd het onderwijs in Latijn en 
Grieks aan bovengenoemd ,,Collegio'' kon worden opge¬ 
dragen. Op 23-jarige leeftijd werd hij benoemd tot leraar in 
de rhetorica aan dezelfde onderwijsinstelling. 

Tot nu toe had hij zich vrijwel in het geheel niet met wis¬ 
kunde beziggehouden, maar op zijn 27-ste jaar kreeg hij bij 
toeval een werk over wiskunde in handen. De nadere kennis¬ 
making met deze voor hem geheel nieuwe wetenschap was 
van beslissende invloed op zijn verdere loopbaan. De wis¬ 
kunde maakte zo diepe indruk op hem, dat hij zich plotseling 
van zijn eigenlijke roeping bewust werd. Met geweldige ijver 
legde hij zich nu op de studie der wis- en liatuurkundige 
wetenschappen toe, met een zo groot succes, dat, toen hem 
het volgende jaar, in 1778 aan het ,,Collegio Mariano’' de 
leerstoel voor logica, physica en metaphysica werd toebe¬ 
deeld, daarnaast het onderwijs in de lagere en de hogere 
wiskunde aan hem kon worden opgedragen. 

In zijn eerste publicatie van de ,,Sermone sulla falsa 
eloquenza del pulpito'' (Leerrede over valse katheder-wel- 
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sprekendheid) (Bergamo 1779) leren wij hem nog kennen als 
een volbloed beoefenaar der rhetorica, maar reeds spoedig 
gaan zijn voetstappen definitief in de nieuw gekozen richting.. 
In 1782 zien wij Mascheroni debuteren als mathematicus, 
met een brief, waarin hij de vorm van de isochrone (= krom¬ 
me van de gelijke valtijd) of tautochrone onderzoekt, voor 
het geval dat de verticalen niet evenwijdig, maar concurrent 
zijn. 

In 1784 publiceerde hij het artikel ,,Maniera di misurare 
rinclinazione dehago calamitato'' (Methode om de inclinatie 
van de magneetnaald te meten). Deze eerste onderzoekingen, 
zomin als de onmiddellijk daaropvolgende ,,Sulle curve che 
servone a delinear Ie ore inequali degli antichi nelle superfizie 
piane''. (Over de krommen, welke dienen om op platte 
vlakken de ongelijke uren der Ouden aan te geven) (gepubli¬ 
ceerd in t. VII der ,,Opuscoli scelti sulle Scienze et sulle Arti, 
Milaan 1784) hadden de aandacht van de wetenschappelijke 
wereld kunnen trekken. In meerdere mate was dit het geval 
met het volgende werk: ,,Nuove ricerche sulh equilibrio delle 
volte'' (Nieuwe onderzoekingen over het evenwicht van ge¬ 
welven, Bergamo 1785). Inmiddels had Mascheroni zich 
tijdens zijn leraarsambt te Bergamo het misnoegen van de 
kerkelijke autoriteiten op de hals gehaald, door zich openlijk 
vijandig te tonen tegen het gezag van Aristoteles, en daar¬ 
tegenover geheel en al de partij te kiezen van Galileï. Daar¬ 
door was zijn positie te Bergamo min of meer onmogelijk 
geworden, en toen M. in 1786 de leerstoel in de algebra en 
de meetkunde aan het Athenaeum te Pavia werd aangeboden, 
heeft hij dat aanbod dankbaar aanvaard. In 1787 publiceerde, 
hij te Pavia zijn ,,Methodo di misurare i poligoni piani" 
(methode tot het bepalen van de oppervlakte van vlakke 
veelhoeken). Deze verhandeling maakte deel uit van de 
noten, welke M. toegevoegd had aan ée Italiaanse uitgave 
van het leerboek ,,Cours complet de mathématiques" van 
G. Bossut. Het opmerkenswaardige van de door M. mede¬ 
gedeelde methode bestaat daarin, dat er voor de oppervlakte- 
bepaling der veelhoeken geen verdeling in driehoeken 
nodig is. 


Passermeetkunde 11 
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In 1789 en 1793 was Mascheroni rector van de universiteit 
van Pavia, en van 1788 tot 1791 opperste beheerder van de 
fondsen van de universiteit, welke ertoe strekten, de uitgave 
van wetenschappelijke werken nrogelijk te maken. Hij hield 
zich in die tijd ook druk bezig met natuurkundige proef¬ 
nemingen, o.a. met de te Bologna uitgevoerde experimenten 
om de draaiing van de aarde aan te tonen door middel van 
de afwijking van vallende lichamen. 

Inmiddels had M. een grondige studie gemaakt van de 
werken van Euler, in het bijzonder van diens integraal¬ 
rekening (Institutiones calculi integralis, 1768—1770)- Als 
vrucht van deze studie verscheen, uitgegeven door boven¬ 
genoemd fonds, in 1790 het eerste deel van de bekende „Adno- 
tationes ad calculum integralem Euleri”, dat spoedig werd 
gevolgd door een tweede deel (Pavia 1792)- Met dit werk 
heeft zich Mascheroni voor het eerst een naam als mathema¬ 
ticus verworven buiten de grenzen van zijn land. Hoewel het 
accent bij deze ,,aantekeningen” minder moet vallen op 
originele vondsten, dan wel op de grondige kennis van de 
geschriften van Euler, welke M. hierin ten toon spreidt, waar¬ 
door deze ,,AdnQtationes” in belangrijke mate hebben bijge¬ 
dragen, om verschillende theoretische onderzoekingen van 
Euler te verduidelijken, toch worden hierin wel degelijk 
enkele punten aangeroerd, welke de aandacht verdienen. In 
de eerste plaats willen wij wijzen op enkele toenmaals nieuwe 
critische opmerkingen over de rectificatie van kromme lijnen, 
maar vooral op de onderzoekingen over de xonstaiite van 
Euler. 

Zoals bekend is, had Euler bij tal van analytische onder¬ 
zoekingen de volgende constante ontmoet *) 

C = lim (i + i .-f - log n) = 0,577216- 

n—^G\f) ^ 

welke vrijwel algemeen de constante van Euler wordt genoemd. 

In zijn ,,Institutiones calculi integralis'' deel I, p. 125 (1768) 
was Euler gestuit op het onderzoek van de volgende integraal i 

♦ Het eerst in 1734. (Commentarii Academiae Petropolitanae, Bd. 7, p. 157; (i734—1735> 
gepubl. 1740). Zie ook Euler, Institutiones calculi differentialis, p. 144; i755)* 




LORENZO MASGHERONI (1750—1800) 


163 


li X 



J log u' 


welke de naam van ,,integraal-logarithme'' ontving. Euler 
slaagde er zonder moeite in, deze integraal-logarithme in de 
volgende reeks te ontwikkelen: 


li X = D + log (- log X) + 2 ; o < X < i, 

^ s ! S 

S=I 

waarin D een integratie-constante voor stelt. Het mocht 
echter aan Euler niet gelukken, de waarde van deze constante 
te bepalen, en het was eerst aan Mascheroni voorbehouden, 
om in het eerste deel der Adnotationes aan te tonen, dat deze 
constante D identiek is met de bovengenoemde constante C 
van Euler. Verder heeft M. daarbij de berekening van C 
verder uitgeyoerd, dan door Euler was geschied. Euler had 
in 1789 C in 16 decimalen berekend, waarvan de laatste 
decimaal later onjuist is gebleken. Mascheroni heeft i6 deci¬ 
malen daaraan toegevoegd, maar door Soldner is in 1809 
vastgesteld, dat de laatste 13 decimalen van deze nieuwe uit¬ 
komst onjuist waren, zodat hier de winst van Mascheroni 
tegenover de uitkomst van Euler tamelijk gering is. Alles 
bijeen genomen, hebben verschillende auteurs de verdienste 
van M. op dit gebied hoog genoeg geschat, om de constante 
G ten onrechte verder te betitelen met de naam van ,,con¬ 
stante van Euler-Mascheroni'', en soms zelfs met de naam 
,,constante van Mascheroni.'^ Van de verdere publicaties 
van M. uit deze tijd valt nog in het bijzonder te vermelden: 
,,Problemi per gli agrimensori" (Vraagstukken voor de land¬ 
meters, Pavia 1793), waarin speciaal gehandeld wordt over 
problemen, die met de lineaal alleen kunnen worden opgelost. 

Temidden van zijn uitgebreide wiskundige onderzoekingen 
was M. echter zijn eerste liefde, de letteren en de dichtkunst 
getrouw gebleven. Zijn verdiensten op het gebied der poëzie 
worden door zijn landgenoten niet minder hoog aangeslagen 
dan die op het gebied der wiskunde. Zeer bekend in de 
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Italiaanse litteraire wereld is zijn gedicht uit 1793, getiteld 
„Invito a Lesbia Cidonia” (Uitnodiging tot Lesbia üidoma, 
d i een museum voor natuurlijke historie, te Pavia dat m het 
genoemde gedicht op luisterrijke wijze wordt verheerlijkt.) 
Dit gedicht wordt gerekend tot de beste vocDrtbrengselen van 
de in de 17-de eeuw al te vaak misbruikte didactische poëzie, 
en het geldt terecht als een zuiver voorbeeld van dichtkunst 
welke door wetenschap is geïnspireerd. 

Nadat M. in 179S nog de aantekeningen op de wiskundige 
werken van zijn landgenoot Volfio had uitgegeven, ontmoeten 
wij de eerste symptomen van zijn werkzaamheid op het ge¬ 
bied, dat ons hier in de eerste plaats interesseert m zijn 
„Lettera alk Illustrissimo Signor don Annibale Beccaria 
Patronio Milanese con alcuni problemii geometrici sciolti col 
solo cerchio senzd la regola/* (Brief aan den doorluchtigen 
Heer don Annibale Beccaria Patronio van Milaan, met enkele 
meetkundige problemen^ opgelost alleen met de passer^ zonder 
de lineaal (gepubliceerd in het „Giornale fisico-medico de 

Bragnatelli, Pavia 1795 )- . , , 

Het jaar 1796 brak aan, voor Italië m het algemeen, en voor 
Mascheroni in het bijzonder een jaar rijk aan gew^htige 
gebeurtenissen. In het begin van dat jaar was de jonge r ranse 
generaal Bonaparte als een tweede Hannibal over de A^en 
de Noord-Italiaanse laagvlakte binnengetrokken, om daar 
het Oostenrijkse leger te bestrijden en in enkele korte 
gevechten vernietigend te verslaan. Door vele vooraanstaande 
Italianen werd Bonaparte begroet als de bevrijder van het 
Oostenrijkse juk. Tot de vurigste bewonderaars van Bona¬ 
parte behoorden Mascheroni en diens boezemvriend, de 
beroemde Italiaanse dichter Vincenzo Monti (1754-—rSz»). 
Op 15 April 1796 trok Bonaparte als triomfator Milaan 
binnen. Daar, zowel als in Pavia, was Mascheroni ruimschoots 
in de gelegenheid om het voorwerp zijner bewondering te 
aanschouwen, en hij bereikte zelfs nog meer! De bekende 
voorliefde van Bonaparte voor de kunsten en wetenschappen 
in het algemeen, en voor de wiskundige wetenschappen in 
het bijzonder bracht beide personen nader tot elkaar. Masche¬ 
roni, die juist bezig was, de laatste hand te leggen aan zijn 
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,,Geometria del compasso'', wist Bonaparte te interesseren 
voor de inhoud van deze onderzoekingen. Dat was juist een 
kolfje naar de hand van Bonaparte; een totaal nieuw gebied 
van de wiskunde, niet te moeilijk, zodat de portée hem on¬ 
middellijk duidelijk was, en waarmede hij terecht hoopte, 
later te Parijs in de kringen der geleerden furore te kunnen 
maken. Het .schijnt, dat Bonaparte veelvuldig met M. oyer 
deze onderzoekingen van gedachten heeft gewisseld, en zich 
ook, onder leiding van M., d^dwerkelijk met de passer- 
constructies heeft beziggehouden. Mogen wij verschillende 
berichten over deze ontmoetingen gelcpof schenken, dan heeft 
hij o.a. zelfstandig een constructie uitgedacht voor het be¬ 
palen van het middelpunt van een cirkel door drie gegeven 
punten, met de passer alleen, welke constructie (later) door 
zijn bewonderaars met de naam van ,,keizers-constructie 
is betiteld. 

Het wekt dan ook allerminst de verwondering, dat Masche- 
roni bij de spoedig daarop volgende publicatie van zijn ,,Geo- 
metria del compasso'' dit werk opdroeg aan zijn idool, en 
deze opdracht vergezeld deed gaan van het volgende hoog¬ 
gestemde gedicht: 

A Bonaparte Pltalico. 

10 pur ti vidi colP invitta mano, 

Che parte i regni, e a Vienna intimó pace, 

Meco divider con ricurvi giri 

11 curvo giro del fedel compasso. 

E ti vidi assaltar Ie chiuse rocche 
D'ardui problemi col valor d'antico 
Geometra Maestro, e mi soyvenne 
Quando PAlpi varcasti Annibal novo 
Per liberar tua cara Italia, e tutto 
Rapidamente mi passo davanti 

L'anno di tue vittorie, anno che splende 
NelPabisso de' secoli qual sole. 

Segui Pimpresa, e colP invitta mano 
Guida alP Italia tua liberi giorni. 
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LORENZO MASCHERQNI (1750^1800) 


(Aan Bonaparte Italicus. 

Ik heb U toch met dezelfde onoverwonnen hand, welke 
de koninkrijken verdeelt, en aan Wenen de vrede dicteert, 
met mij door middel van cirkelbogen de kromme lijn van 
de vertrouwde passer zien verdelen. 

Ik heb U met de moed van een meester-wiskundige der 
oudheid de gesloten burchten van moeilijke problemen zien 
bestormen, en herinnerde mij (daarbij de tijd) dat Gij als een 
nieuwe Hannibal de Alpen overtrok, om Uw geliefde Italië 
te bevrijden, en snel trok het jaar van Uw overwinningen aan 
mij voorbij, het jaar dat schittert in de afgrond der eeuwen 
gelijk de zon. Zet Uw onderneming voort, en breng met 
onoverwonnen hand dagen van vrijheid nader voor Uw 
Italië). 

Op 17 October 1797 was de vrede van Campo-Formio ge¬ 
sloten. Kort daarop keerde Bonaparte naar Parijs terug, meer 
bewierookt dan ooit tevoren. De ,,Geometria del compasso'' 
verscheen in Pavia. Mascheroni werd gekozen als gedepu¬ 
teerde van de Wetgevende Vergadering van de nieuw ge¬ 
stichte Cisalpijnse republiek te Milaan, en spoedig daarop 
verliet hij zijn vaderland, om deel uit te maken van de inter¬ 
nationale commissie ter bestudering van het nieuwe metrieke 
stelsel te Parijs. 

Ongetwijfeld zou het zeer verdienstelijke werk van Masche¬ 
roni nimmer die snelle opgang hebben gemaakt, welke het 
is ten deel gevallen, als zijn grote beschermheer in Parijs de 
propaganda voor dit werk niet op krachtdadige wijze in de 
hand had gewerkt, en wel op de volgende manier. • 

Op 10 December 1797 woonde Bonaparte een vergadering 
bij van de leden van de wis- en natuurkundige afdeling van 
het ,,Institut''; van deze welkome gelegenheid maakte hij 
dankbaar gebruik om de daar aanwezigen op de hoogte te 
brengen van de interessante onderzoekingen van Mascheroni, 
wiens pas verschenen boek op dat moment in Frankrijk nog 
geheel onbekend was. Hij demonstreerde daarbij enkele 
passerconstructies, die hem bijzonder hadden getroffen, en 
welke op de toehoorders, onder wie zich de beroemde Lagrange 
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en Laplace bevonden, een zo diepe indruk maakten, dat 
daardoor aan Laplace de volgende merkwaardige opmerking 
werd ontlokt: ,,Nous attendions tout de vous, général, excepté 
de legons de mathématiques/' Daar het verslag van deze ge¬ 
beurtenis de volgende dag, met de nodige franje en commen¬ 
taren versierd, im'de Franse dagbladen verscheen, was de 
naam van Mascheroni in één slag beroemd geworden, en er 
ontstond allerwege vraag naar het nieuwe werk over de meet¬ 
kunde van de passer. Om aan deze belangstelling te voldoen, 
werd in een bliksemsnel tempo de Franse vertaling van de 
,,Geometria del compasso'' ter^hand genomen, bezorgd door 
A. M. Carette, Officier du Génie, ancien élève de hÉcole 
polytechnique. Reeds enkele maanden later, in het jaar VI 
der Franse republiek (= 1798) verscheen bij Duprat te Parijs 
het werk van Mascheroni in Franse* vertaling, onder de titel 
,,Géométrie du compas''. De overhaasting, waarmede deze 
vertaling was tot stand gekomen, blijkt uit het grote aantal 
fouten, waardoor deze eerste druk was ontsierd. (Een tweede 
verbeterde uitgave verscheen in 1828). 

Over zijn laatste drie levensjaren, welke Mascheroni in 
Parijs heeft doorgebracht, valt verder weinig te vermelden. 
Zoals reeds boven in het kort werd vermeld, vertoefde hij 
daar als vertegenwoordiger van de Cisalpijnse republiek in 
de internationale commissie, welke was samengesteld ter 
bestudering en invoering van het nieuwe metrieke stelseL 
In deze commissie was de Bataafse republiek vertegenwoor¬ 
digd door J. H. varrSwinden. Als resultaat van de werkzaam¬ 
heden van deze commissie verscheen van de hand van 
Mascheroni in 1798 te Milaan zijn: ,,Notizie generali de 
nuovo sistema dei pesi e misure dedotte della grandezza 
della terra'' (Algemene aantekeningen over het nieuwe stelsel 
van gewichten en maten afgeleid uit de afmetingen van de 
aarde). In 1799 waren de werkzaamheden van deze commissie 
beëindigd, en Mascheroni wilde naar zijn vaderland terug¬ 
keren. Bonaparte wa^ naar Egypte getrokken, jen in Italië was 
de strijd opnieuw uitgebroken, waarbij de krijgskansen 
gekeerd waren. De verenigde Russisch-Oostenrijkse troepen 
behaalden overwinning op overwinning, en daardoor was 
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Mascheroni gedwongen, zijn verblijf te Parijs te verlengen. 

Hij zag zijn geliefde vaderland nimmer meer. Op den assten 
Messidor van het jaar VIII der Republiek (14 Juli 1800) 
overleed hij te Parijs in de ouderdom van 50 jaar. Zijn dood 
inspireerde zijn vriend, de dichter Monti, tot het gedicht 
,,Mascheroniana'', een gedicht uitmuntend door vorm, en 
van perfecte stijl, maar koud en gekunsteld van inhoud. Twee 
jaar na de dood van M. verscheen nog een nagelaten ver¬ 
handeling, getiteld: ,,Spiegazion^ populare della maniera 
colla quale si regola Tanno sestile o intercalare, ed il comin- 
ciamento delP anno repubblicano'* (Populaire verklaring 
van de wijze, waarop het schrikkeljaar kan worden geregeld, 
en over het begin van het jaar van de Republiek (opgenomen 
in deel IX van de ,,Societa Italiana'', 1802). Verder heeft 
Mascheroni nog een 27-tal niet uitgegeven verhandelingen op 
allerlei gebied nagelaten. In de meeste geschriften van deze 
laatste jaren doet M. zich kennen als een enthousiast bewon¬ 
deraar en propagandist van alle nieuwigheden waarmede de 
Franse Republiek de wereld terecht of ten onrechte trachtte 
te verrijken. Zo heeft hij zich ook in zijn ,,Geometria del 
compasso'' in het twaalfde hoofdstuk, bij de benaderings- 
constructies, beijverd om zich aan te passen aan de nieuwe 
verdeling van de cirkelomtrek in 400 graden. 

Zoals reeds in de inlêfding van dit boek is opgenïerkt, is 
de passermeetkunde van Mascheroni, na de snelle opgang, 
die zij bij haar verschijnen mocht maken, na enkele decennia 
vrijwel geheel in het vergeetboek geraakt. Alleen in Italië is 
vrij veel aandacht geschonken zowel aan het wetenschappelijk 
werk als aan de dichtwerken van Mascheroni. Bij de honderd¬ 
jarige gedenkdag van zijn sterven zijn er nog vele herdenkings- 
geschriften aan M. gewijd, terwijl er in 1903 in Palermo een 
hernieuwde uitgave is verschenen van de ,,Geometria del 
compasso'', voorzien van een uitvoerig biografisch voor¬ 
bericht van de hand van G. Fazzari. De meeste van deze 
geschriften zijn in onderstaande lijst vermeld. 
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OVERZICHT DER CONSTRUCTIES 

(de cijfers tussen haakjes stellende nummers van de overeen¬ 
komstige paragrafen in Mascheroni-Carette le éd. voor) 


Hoofdstuk I. Grondconstructies 

I* Door een gegeven punt P een lijn te construeren evenwijdig 
aan een gegeven lijn AB (8o). fig. i, pag. 19 

IL Een gegeven lijnstuk met zichzelf te verlengen (64, 65). 

fig. 2-, p. 20 

IIL Het midden te bepalen van een lijnstuk, (66). fig. 3, p. 20 

IV. Een punt te construeren, dat symmetrisch ligt met een 

gegeven punt ten opzichte van de verbindingslijn van 2 
gegeven punten. fig- 4 > P- 

V. Een gegeven cirkelboog te halveren. {60), fig. 5, p. 22 

VL De vierde evenredige bij drie gegeven lijnstukken te con¬ 
strueren. (93, 94, 95). fig. 6, 7, p. 24, 25 

VIL Een gegeven lijnstuk met een tweede gegeven lijnstuk te 
verlengen of te verkorten. (72—75). fig. 8, p. 26 

Hoofdstuk 11 . De hoofdconstructies van Mascheroni 

VIII. Het bepalen van de. snijipunten van 2 cirkels met ge¬ 
geven stralen en gegeven middelpunten. p. 29 

IX. Het bepalen van de snijpunten van een cirkel met de ver¬ 
bindingslijn van 2 punten, (iio, iii). fig. 9, p. 29 

X. Het snijpunt te bepalen van 2 lijnstukken. (112). 

fig. 10, II, p. 31» 33 

XI. Het voetpunt te bepalen van de loodlijn, uit een wille¬ 

keurig punt neergelaten op de verbindingslijn van 2 ge- 
gegeven punten. (78). p. 33 
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Hoofdstuk III. Eenvoudige toepassingen, met vermijding 

van de constructie van het snijpunt van 2 gegeven 

rechten 

XII. Constructie van de derde evenredige bij twee gegeven lijn¬ 
stukken. (86—92). fig- 12, p. 36 

XIII. Een lijnstuk met een geheel getal te vermenigvuldigen. 

(65). fig- 13. P- 37 

XIV. Een lijnstuk door een geheel getal te delen. (69). 

fig- 13. P- 37 

XV. Een lijnstuk met een gebroken getal te vermenigvul¬ 
digen. P- 38 

XVI. Tweede constructie voor de bepaling van het midden 

van een lijnsegment. ( 66 ) fig. 14» P- 39 

XVII. Bepaling van het vierde, achtste, zestiende deel van 

een lijnsegment. (67) fig- i 4 > P- 39 

XVIII. Tweede constructie voor de verdeling van een lijn¬ 
segment in 3 gelijke delen. (68) fig. 15, P- 4 ° 

XIX. Van een gegeven cirkelboog het middelpunt te bepalen. 

(143+), *) fig. 16, 35 . P- 40. 77 

XX. Het middelpunt te construeren van een cirkel gaande door 
3 niet op een rechte lijn gelegen punten. (150-!-) 

fig- 17. 36, p. 43 . 78 

XXI. Constructie van het zwaartepunt van een driehoek. 

fig. 18, p. 45 

XXII. Constructie van het hoogtepunt van een driehoek. 

fig. 19. P- 46 

XXIII. Constructie van de middelpunten van de in- en aan¬ 
geschreven cirkels van een driehoek. fig. 20, p. 47 

XXrV. Een gegeven hoek te halveren. (118) p. 49 

XXV. Een gegeven hoek te verdubbelen, te verdrievoudigen, 

enz. (116) P- 49 

XXVI. In een punt van een gegeven lijnstuk een gegeven hoek 

af te zetten. (114) P- 49 

* De door (. , +) aangeduide constructies wijken aanmerkelijk af van die, welke door 

Mascheroni in dezelfde gevallen zijn gegeven^ 
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XXVII* Constructie van de middelevenredige tussen 2 gegeven 
lijnstukken, (99) fig. 21, p* 50 

XXVIII. Een gegeven lijnstuk in uiterste en middelste reden te 
verdelen, (97) fig. 22, p. 52 

XXIX. Een lijnstuk te construeren, waarvan een gegeven lijn¬ 

stuk het grootste stuk van de in uiterste en middelste 
reden verdeelde lijn is. p. 53 

XXX. Twee lijnstukken te construeren, waarvan de som en 

het product gegeven zijn. fig. 23, p. 52 

XXXI. Twee lijnstukken te construeren, waarvan het verschil 

en het product gegeven zijn. fig. 24, p. 54 

XXXII. Constructies van Mascheroni voor a\/n. (n = i, 2, 3, 

- 10) (100) fig. 25, p. 55 

XXXIII. Constructie vana^/n, (n geheel > 10) (loi—103) 

P* 56 

XXXIV. Constructie van ai^2 en ai^3. (173) fig. 26, p. 58 

Hoofdstuk IV. De verdeling van een cirkelomtrek in 
een aantal gelijke bogen 

XXXV. De verdeling van een cirkel in 6, 3 en 2 gelijke delen. 

fig. 27, p. 61 

XXXVI. De verdeling van een cirkel in 4 en 12 gelijke delen, 

(27, 31) fig- 27, p. 61 

XXXVTI. De verdeling van een. cirkel in 8 en 24 gelijke delen. 

(29, 32) fig. 27, p. 61 

XXXVIII. De verdeling van een cirkel in 16 en 48 gelijke 
delen. (38) fig. 28, p. 62 

XXXIX. De verdeling van een cirkel in 5 en 10 gelijke delen, 
(40, 41) fig. 29, p. 63 

XL. De verdeling van een cirkel in 15, 20, 60 120 en 240 
gelijke delen. (42, 53, 57) fig- 29, p. 63 

Hoofdstuk V. Toepassing van de inversie 

XLI. Het beeld van een gegeven punt ten opzichte van een 
gegeven cirkel te construeren, fig. 32, p. 71 
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XLIL Het beeld van een gegeven rechte lijn ten opzichte van 
een gegeven cirkel te construeren, als de rechte lijn niet door 
het middelpunt van de cirkel gaat. fig. 33, p. 73 

XLIII. Het middelpunt van het hccLl van een gegeven cirkel 
te bepalen bij inversie ten op 7 .icl]te de grondcirkel, 

%• 34. p- 74 

XIX'. Zie XIX. fig. 35. P- 77 

XX . Zie XX. fig. 36, p. 78 

X ♦ Zie X. p. 79 

XLIV. Een gegeven punt tc vril'iiulrii mot het ontoegankelijk 
snijpunt van z gegeven n-i hti-n fig. 37. p. 80 

XLV. Een gegeven [nint ti* \oil'm«l.'i) mot oen ontoegankelijk 
snijpunt van twee gog,o\’i*n iiikrl , p. 80 

XLVL Met een gegeven punt al . mhKli'lpunt een cirkel te 
construeren door hot ontoroatil. Ii|k snijpunt van twee 
gegeven cirkels. p. 81 


Hoofdstuk VL Bcnudcriiu(*ii onn!i m lies 

XLVIL Benaderingsooio.ti n, tu ■ r d. \ 
de kubus. (275) 

XLVIII. D.C. il( • •. i > r, 1 '. ! 

drie gelijke deh u 

XLIX. B.c. van do loiiolmai. nh u 
L* B.c. van do logoliiiatii'* /i « i 
LI, B .c. van MaMliofoiii Im * . ; u K 

omtrek. {z()(i 1 

LL Scherpe b.o. vom do » i.l 

LII* Constructii* v.in oo*- . > n 

grote benadering «oIm^ i« k i"' 

LIIL B .c. van M Am 

cirkel. (269) 

LIV* B.c. voor clo nhlv % ih H ii * .* * . j I 

als die van een v|oi|o%oo.. 


ordubbeling van 

fig- 39. p- 87 

\even cirkelboog in 
fig. 40, p. 88 

k. fig. 41, p. 95 

fig. 42, p. 97 

•el van de cirkel- 

lig- 43, P. 98 

lig. 44, p. 100 

■ lil de lengte met 
'olig. 45, p. 102 

'Ir.ituur van de 
hg. 46, p. io3 

do zelfde inhoud 
hg. 47, p. 105 
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Hoofdstuk VIL Passerconstructies op de oppervlakte 
van een massieve bol 

LV, Constructie van de straal en van de hoofdpoolstraal van 
een massieve bol, fig. 49, p* iii 

LVI. Van een gegeven pool de bijbehorende grote cirkel 
te construeren. fig. 48, p. 109 

LVIL Van een gegeven grote cirkel de beide polen te be¬ 
palen. p. 113 

LVIII. Van een gegeven pool de tegenpool te construeren. 

P- 113 

LIX* De grote cirkel te construeren door twee gegeven punten 
van het boloppervlak, p. 113 

LX* De cirkel te construeren door drie punten van het bol¬ 
oppervlak. p. 114 

LXI* Na te gaan, of 3 punten van het boloppervlak op een 
grote cirkel zijn gelegen. p. 114 

LXIL Een boldriehoek te construeren met 3 gegeven hoek¬ 
punten. p, 11 $ 

LXIII. Een gegeven hoek op de bol middendoor te delen. 

p. 115 

LIV. Een gegeven boog van een grote cirkel middendoor 
te delen. p. us 

LXV. In een gegeven punt van een grote (kleine) cirkel de 
loodlijn op die cirkel op te richten. p. 115 

LXVI* Uit een gegeven punt buiten een grote (kleine) cirkel 
de loodlijn op die cirkel neer te laten. p. 115 

LXVII. De ingeschreven cirkel en de aangeschreven cirkels 
van een boldriehoek te construeren. p. 115 

LXVIIL Een punt te construeren, dat symmetrisch ligt met 

een gegeven punt ten opzichte van een gegeven grote 
cirkel. P- US 

LXIX* Door een gegeven punt van een grote cirkel een tweede 
grote cirkel te construeren, die met de eerste een gegeven 
hoek maakt. p. 115 

LXX* Een boldriehoek te construeren, waarvan drie zijden 
gegeven zijn. p. 116 
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LXXL Een boldr. te construeren, waarvan twee zijden en de 
ingesloten hoek gegeven zijn. p. 116 

LXXII* Een boldr. te construeren, waarvan twee zijden en 
de hoek tegenover één van die zijden gegeven zijn. p. 116 
LXXIIL Een boldr. te construeren, waarvan een zij de en twee 
aanliggende hoeken gegeven zijn. p. 116 

LXXiy* Een boldr. te construeren, waarvan een zijde, een 
aanliggende en een overstaande hoek gegeven zijn. p. 118 
LXXV* Een boldriehoek te construeren, waarvan de drie 
hoeken gegeven zijn. p. 11 g 

LXXVI. Uit een gegeven punt van een boloppervlak de raak¬ 
lijnen te construeren aan een gegeven cirkel van dat bol¬ 
oppervlak. fig. 52, p. 121 

LXXVIL De gemeenschappelijke raaklijnen aan twee ge¬ 
geven cirkels op een boloppervlak te bepaleh. p. 122 
LXXVIII. Een boldriehoek te construeren, waarvan de mid¬ 
dens der drie zijden gegeven zijn. fig. 53, p. 122 

LXXIX. Door een punt P van de zijde BCvan een gegeven 
boldriehoek ABC een grote cirkel te construeren, welke 
het verlengde van AC in Q snijdt, zodat de oppervlakte 
van boldr. PQC = de oppervlakte van boldr. ABC. p. 125 
LXXX. De hoekpunten van een ingeschreven octaëder op het 
boloppervlak te construeren. fig. 55, p. 126 

LXXXI* De hoekpunten van een ingeschreven hexaeder op 
het boloppervlak te construeren. fig. 56, p. 127 

LXXXIL De hoekpunten van een ingeschreven tetraeder op 
het boloppervlak te construeren. ^ fig. 57, p. 128 

LXXXIII. De hoekpunten van een ingeschreven dodekaeder op 
het boloppervlak te construeren. fig. 58, p. 129 

LXXXIV. De hoekpunten van een ingeschreven ikosaeder op 
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